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本 书目 1979 年 出 版 发 行 以 来 ,历经 30 多 个 春秋 ,一 直 畅 销 不 衰 , 深 得 
读者 厚爱 。 在 郭 大 钧 教授 的 帮助 和 指导 下 ,对 全 书 我 不 断 地 修订 和 补充 ， 
不 断 地 修正 错误 ,不 断 地 替换 更 为 简洁 的 解法 和 证 明 ,力求 本 书 一 直 保持 
其 先进 性 、 完 整 性 和 准确 性 ,以 求 对 读者 的 高 度 责任 感 。 读 者 通过 学 习 该 
书 , 对 掌握 数学 分 析 的 基本 知识 、 基 础 理论 和 基本 技能 的 训练 ,感到 获 益 
菲 浅 ,赞誉 其 为 学 习 数 学 分 析 “ 不 可 替代 ”之 图 书 ,对 此 我 们 倍 感 欣 慰 , 凌 
策 我 们 为 读者 作出 更 多 的 奉献 。 

这 次 受 山 东 科学 技术 出 版 社 的 约请 ,并 得 到 郭 大 钧 教授 的 大 力 支持 ， 
仍 由 我 负责 全 书 第 四 版 的 修订 、 增 补 和 校 阅 工作 ,以 适应 文化 建设 繁荣 发 
展 的 需要 ,更 加 激发 全 国 广大 读者 的 强烈 求知 欲 。 具 体 主 要 做 了 以 下 几 
方面 的 工作 : 

第 一 ,为 全 书 4462 题 中 的 近 三 成 的 习题 ,根据 题 型 的 不 同 ,在 原 题 解 
的 前 面 ,分 别 或 给 出 提示 ,或 给 出 解 题 思 路 ,或 给 出 证 明 思 路 。 旨 图 启发 
读者 怎样 分 析 该 题 ,怎样 下 手 求解 ;启发 读者 怎样 总 结 解 题 的 规律 ;启发 
读者 怎样 正确 使 用 有 天 的 数学 公式 、 概 念 和 理论 ,开拓 视野 ,活跃 思路 ; 帮 
助 读者 逐步 解决 学 习 中 的 困难 ,为 他 们 在 学 习 过 程 中 提供 一 个 良师益友 。 
这 是 本 次 修订 的 主要 工作 。 

第 二 ,根据 当前 的 语言 习惯 ,对 全 书 的 文字 作 了 较 多 的 润色 ,使 其 表 
述 更 加 准确 ,更 加 简洁 凝练 。 

第 三 ,改正 了 第 三 版 中 的 个 别 印刷 错误 ,修正 了 消 数 图 像 中 的 个 别 问 
题 和 个 别 习 题 的 答案 。 

第 四 ,根据 国家 相关 标准 ,规范 了 有 关 术 语 和 数学 式 子 的 表达 ;并 对 
全 书 使 用 的 外 国人 名 ,按照 现在 的 标准 或 通用 译 法 重新 翻译 人 名 ,以 求 统 
一 标准 。 

第 五 ,对 全 书 的 版 面 和 开本 重新 进行 了 调整 ,使 其 更 富有 时 代 的 色 
彩 。 

我 们 般 切 期 望 使 用 本 书 的 读者 ,懂得 只 有 通过 个 人 的 独立 思考 ,加 上 
勤学 苦 练 才能 取得 成 功 ,“ 只 看 不 练 假 把 式 ” ,数学 的 学 习 是 在 个 人 的 独立 
解 题 中 逐步 弄 懂 有 关 的 概念 公式 和 理论 的 ,我 们 编写 本 书 ,就 是 希望 能 


第 四 版 前 言 


对 数学 分 析 课 程 的 学 习 起 到 一 个 抛 收 引 玉 的 作用 。 读 者 使 用 本 书 最 好 是 
个 要 先 看 题解 ,更 不 要 得 抄 解 答 和 答案 ,而 是 自己 先 对 照 教材 中 的 有 天 概 
念 、 公 式 和 理论 独立 进行 思考 ,必要 时 可 参照 书 中 的 提示 、 解 题 思路 或 证 
明志 路 独立 完成 解 题 ,然后 青 查看 蔬 中 是 怎样 解答 的 ,比较 自己 的 解答 和 
书 中 解答 的 异同 ,从 中 找 出 差距 , 找 出 自己 的 问题 所 在 ,甚至 找 出 书 中 解 
答 的 的 错误 和 不 足 之 处 ,进而 找到 更 为 简洁 的 解答 。 只 有 这 样 才能 提高 
自己 的 思维 能 力 和 创造 才能 ,任何 削弱 独立 思考 的 做 法 都 是 违背 我 们 出 
版 本 节 的 初衷 的 。 

山东 科学 技术 出 版 社 闫 秀 锦 、 宋 德 万 、 胡 新 莹 等 老 一 代 资 深 编辑 为 本 
书 前 三 版 的 出 版 和 发 行 付出 了 艰 平 努力 ,责任 编辑 宋 涛 为 本 书 第 四 版 筷 
样 提 高 质量 息 注 了 不 人 少 心血 ,在 此 我 们 一 并 表示 感谢 。 同 时 感谢 山东 大 
学 华东 交通 大 学 、 山 东 师 范 大 学 等 兄弟 学 校对 本 书 出 版 的 支持 。 感 谢 社 
会 各 界 同仁 对 本 书 的 支持 。 虽 然 历经 30 余年 的 反复 修订 , 面 对 如 此 庞大 
的 图 书 , 限 于 本 人 水 平 , 书 中 难免 有 错误 和 不 当 之 处 , 敬 请 各 位 专家 、 同 仁 
和 广大 读者 批评 指正 ,不 胜 感激 ,并 在 新 版 中 改正 。 


费 定 晖 
2012 年 5 月 于 南昌 华东 交通 大 学 
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吉米 多 维 奇 (B. I. IIEMIHAOBHY) 著 《数学 分 析 习 题 集 》 一 书 的 中 
译本 , 自 50 年 代 初 在 我 国 翻 译 出 版 以 来 ,引起 了 全 国 各 大 专 院 校 广大 师 
生 的 巨大 反响 。 凡 从 事 数 学 分 析 教 学 的 师 生 , 常 以 试 解 该 习题 集中 的 习 
题 ,作为 检验 掌握 数学 分 析 基 本 知识 和 基本 技能 的 一 项 重要 手段 。 二 十 
多 年 来 ,对 我 国 数学 分 析 的 教学 工作 是 其 为 有 益 的 。 

该 书 四 二 多 道 习 题 ,数量 多 ,内 容 丰 富 , 由 浅 入 深 , 部 分 题目 难度 大 。 
涉及 的 内 容 有 阔 数 与 极限 ,一 元 图 数 微 分 学 ,不定 积分 , 定 积分 ,级 数 ,多 
元 疗 数 微分 学 , 带 参 数 的 积分 以 及 多 重 积分 与 曲线 积分 、 曲 面积 分 等 等 ， 
概括 了 数学 分 析 的 全 部 主题 。 当 前 ,我 国 广大 读者 ,特别 是 肯 于 刻苦 自学 
的 广大 数学 爱好 者 ,在 为 四 个 现代 化 而 勤奋 学 习 的 热潮 中 ,人 迫切 需要 对 一 
些 疑 难 习 题 有 一 个 较 明 确 的 回答 。 有 鉴于 此 ,我们 特约 作者 ,将 全 书 4462 
题 的 所 有 解答 汇 辑 成 书 , 共 分 六 册 出 版 。 本 书 可 以 作为 高 等 院 校 的 教学 
参考 用 书 ,同时 也 可 作为 广大 读者 在 自学 微 积分 过 程 中 的 参考 用 书 。 

众所周知 , 原 习 题 集 , 题 多 难度 大 ,其 中 不 少 习 题 如 果 认 真 习作 的 话 ， 
既 可 以 深刻 地 巩固 我 们 所 学 到 的 基本 概念 ,又 可 以 有 效 地 提高 我 们 的 运 
算 能 力 ,特别 是 有 些 难题 还 可 以 迫使 我 们 学 会 综合 分 析 的 思维 方法 。 正 
由 于 这 样 ,我 们 息 切 期 望 初学 数学 分 析 的 青年 读者 ,一 定 要 刻苦 铀 研 , 干 
万 不 要 轻易 查抄 本 书 的 解答 ,因为 任何 削弱 独立 思索 的 作法 ,都 是 违背 我 
们 出 版 此 书 的 本 意 。 何 况 所 作 解 答 并 非 一 定 标准 , 仅 作 参考 而 已 。 如 有 
某 些 误解 .差错 也 在 所 难免 ,一 经 发 觉 , 慰 请 指正 ,不 胜 感谢 。 

本 书 蒙 潘 承 洞 教授 对 部 分 难题 进行 了 审 校 。 特 请 郭 大 钧 教授 、 邵 品 
琼 教授 对 全 书 作 了 重要 仔细 的 审 校 。 其 中 相当 数量 的 难度 大 的 题 ,都 是 
郭 大 钧 、 邵 品 琼 杀 自作 的 解答 。 

参加 本 册 审 校 工作 的 还 有 张 效 先 、 徐 沅 同志 。 

参加 编 演 工作 的 还 有 黄 春 朝 同 志 。 

本 书 在 编审 过 程 中 ,还 得 到 山东 大 学 、 山 东 工 学 院 、 山 东 师 范 学 院 和 
曲 合 师范 学 院 的 领导 和 同志 们 的 大 力 支持 , 特 在 此 一 并 致谢 。 
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3 1. 函数 的 极限 . 连续 性 


1 画 数 的 极限 ” 设 函 数 AP)= Fr ,mm) 在 以 已 为 聚 点 的 集合 下 上 有 定义 . 若 对 于 任何 的 ec>0， 
存在 8 一 5(e,Pu)>0, 使 得 只 要 PE 已 及 0<o(P,Pu)<8, 其 中 oCP,Po) 为 已 和 P。 二 点 间 的 距离 , 则 有 


|f(P)—Al<e, 
我 们 就 说 
lim f(P)=A. 
PPo 
2” 连 续 性 若 ji AP 一 Po)， 


则 称 函 数 /(P) 在 Po 点 是 连续 的 . 
若 函 数 f(P) 在 所 给 区 域内 的 每 一 点 连续 , 则 称 函 数 f( 了 ) 在 此 区 域内 是 连续 的 . 
3” 一 致 连续 性 ” 若 对 于 每 一 个 e>0 都 存在 仅 与 e 有 关 的 8>0, 使 得 对 于 区 域 G 中 的 任何 点 已 , 巴 , 只 要 
pCP',P’)<6, 
便 成 立 不 等 式 
1f(P)—f(P’”)|<e, 
则 称 函 数 /(P) 在 区 域 G 内 是 一 臻 连续 的 . 
有 和 界 闭 区 域内 的 连续 函数 在 此 区 域内 是 一 致 连续 的 . 
确定 并 画 出 下 列 函 数 的 存在 域 : 


【3136】 “一 z 十 Vy. 
解 ” 存 在 域 为 半 平 面 ,y 宇 0, 如 图 6. 1 阴影 部 分 所 示 ,包括 整个 Oz 轴 在 内 . 
了 


【3137】 w= v 1 一 好 十 vvY 一 1. 

解 ” 存 在 域 为 满足 不 等 式 |zx| 夺 1,|y| 宇 1 的 点 集 , 如 图 6. 2 阴影 部 分 所 示 ,包括 边界 ( 粗 实 线 ) 在 内 . 
【3138】 w= Vi—z—y. 

解 ” 存 在 域 为 圆 x’ 十 y 志 1, 如 图 6.3 阴影 部 分 所 示 ,包括 圆周 在 内 ， 


! 


图 6.3 图 6.4 


1 
Vi 十 YY 

解 ”存在 域 为 满足 不 等 式 x 十 之 1 的 点 集 , 即 圆 x* 十 y 二 1 的 外 面 ,如 图 6.4 所 示 , 不 包括 圆周 ( 虚 
线 ) 在 内 . 

【3140】 w= (zz 十 风 一 1)(4 一 好 一 到 ) ， 

解 ”存在 域 为 满足 不 等 式 1 委 刀 十 风 魏 4 的 点 集 , 如 图 6.5 所 示 的 环 ,包括 边界 在 内 . 


〖【3139〗 w= 


_ /ry—z 
【3141] w= Se 
解 ” 存 在 域 为 满足 不 等 式 x 万 十 y’ 二 2zx 的 点 集 .由 式 十 yy 之 x 得 出 
Cy 

由 工 十 之 27x 得 出 (x 一 1)? 十 过 1, 两 者 组 成 一 月 形 , 如 图 6.6 阴影 部 分 所 示 ,不 包括 大 圆 圆周 在 内 ,但 包 
括 小 圆 圆周 . 

〖【3142】〗 w= V1l—(r: 二 yy)". 

解 ” 存 在 域 为 满足 不 等 式 一 1 志 z? 十 y 志 1 的 点 集 ,如 图 6.7 阴影 部 分 所 示 , 包 括 边界 在 内 . 

[3143】 w=1ln(—z—y). 

解 ” 存 在 域 为 半 平 面 zx 十 y<0, 如 图 6.8 阴影 部 分 所 示 ,不 包括 直线 x 十 y==0 在 内 . 


【3144】 一 arcsin 
解 ”存在 域 为 满足 不 等 式 
Eabs 或 |yl<lzl (xz#0) 


的 点 集 ,这 是 一 对 对 顶 的 直角 ,如 图 6.9 阴影 部 分 所 示 ,不 包括 原点 在 内 . 


[3145] =arccos 一 
工 十 y 
解 ”存在 域 为 满足 不 等 式 


人 
Ee 
| 和 |s: 


的 点 集 , 由 | 5 竺 -| <1 得 1z| 生 1z 十 y| (2 天 一 ), 即 zr 二 217 
或 ?十 2z) 之 0, 也 即 


电 ， 


3 之 一 27， 3y< 委 一 27z. 


但 xz,y 不 能 同时 为 零 , 这 是 由 直线 :y 一 0 和 y= 一 2z 所 围 成 的 一 对 对 
顶 的 角 , 如 图 6. 10 阴影 部 分 所 示 , 包 括 边界 在 内 ,但 不 包括 公共 顶点 
OC0,0) 在 内 . 


【3146】〗 w=arcsin 去 十 arcsin(1 一 y). 


解 ” 存 在 域 为 满足 不 等 式 
所 |< 及 11 一 ys<1 (y#0) 


的 点 集 , 即 
y > 工 ， 一 z， 
(ss 0<y 委 2. 
这 是 由 抛物 线 :y = 二 x+,y 二 一 + 和 直线 y= 二 2 所 围 成 的 的 曲 边 三 角形 ， 
如 图 6. 11 阴影 部 分 所 示 ,不 包括 原点 在 内 . 
【3147】 w= VsinCz’: + y). 
解 ” 存 在 域 为 满足 不 等 式 
sin(z? 十 Y) 守 0 或 24r 魏 妈 十 交 委 (2 十 1)r 
(一 0,1,2,…) 的 点 集 , 如 图 6. 12 所 示 的 同心 环 族 . 


【3148】 = arccos 一 一. 


解 ”存在 域 为 满足 不 等 式 和 1 或 妇 十 光一 守之 0 


之 
A 
《z,y 不 同时 为 零 ) 的 点 集 ,这 是 圆锥 zz 十 一 xz? 二 0 的 外 面 ,如 图 6. 13 阴影 部 分 所 示 , 包 括 边 界 在 内 ,但 要 


除去 圆锥 的 顶点 . 
NNR | 
SS SSESS 
SN SS 


图 6.13 图 6. 14 
【3149】〗 > 一 In(Czyz)， 
解 ”存在 域 为 满足 不 等 式 rzyz>0 的 点 集 , 即 
ZD0，y>0，z>>0; 或 xz>0，y<0，z<<01; 
Z<<0，y<0，z>0;i 或 xz<0，y>>0，><0. 
其 图 形 为 空间 第 一 .第 三 .第 六 及 第 八卦 限 的 总 体 , 但 不 包括 坐标 面 , 由 于 图 形 |” 
为 读者 所 熟知 , 故 省 略 . 以 下 有 类 似 情 况 ,不 再 说 明 . 
[3150Y 2 一 In( 一 1 一 妈 一 妈 十 邓 ). 
解 ” 存 在 域 为 满足 不 等 式 一 zx? 一 y 十 xz 之 1 的 点 集 .这 是 双 叶 双 曲 面 
好 十 风 一 好 二 一 1 的 内 部 ,如 图 6. 14 阴影 部 分 所 示 , 不 包括 界面 在 内 . 
作出 下 列 隧 数 的 等 值 线 : 
[3151] z=zx+y. 
解 ” 等 值 线 为 平行 直线 族 z 十 ?一 上 ， 其 中 下 为 一 切实 数 , 如 图 6. 15 
所 示 . 
【31$2 了 z=x’: 二 y. 


4 


解 ”等 值 线 为 曲线 族 zx: 二 y= 二 a? (a 之 0). 
当 “一 0 时 为 原点 ; 当 a 之 0 时 ,等 值 线 为 以 原点 为 圆心 的 同心 圆 族 . 

【31$3】〗 z=x:—y’. 

解 ”等 值 线 为 曲线 族 Xx! 一 y? 二 k. 
当 &= 二 0 时 为 两 条 互相 垂直 的 直线 :y= 一 x, y 二 一 x. 当 上 有 闫 0 时 为 以 y 一 士 z 为 公共 渐 近 线 的 等 边 双 曲线 族 ， 
其 中 当 上 >>0 时 顶点 为 (一 VE ,0)，(Vk ,0), 当 k<0 时 顶点 为 (0, 一 w 一 有 ),(0，wV 一 及). 

[3154] z= (zy)’. 


解 ” 等 值 线 为 曲线 族 (x 二 y)? 二 a? (a 之 0). 
当 a 二 0 时 为 直线 x 十 y= 二 0. 当 a 天 0 时 为 与 直线 x 十 y= 二 0 平行 的 且 等 距 的 直线 x 十 y== 土 a. 
【3155】 z= 立 . 
解 ” 等 值 线 为 以 坐标 原点 为 束 心 的 直线 束 ”y= 二 kx (xz 关 0)， 
不 包括 Oy 轴 在 内 . 
.5 于 
【315S6】 ay 
解 ” 等 值 线 为 椭圆 族 T+2y =a: (a>0). 


es a 3 3 
长 半生 为 a, 短 半 轴 为 入 ,焦点 为 (一 oN/ 吝 ,0) 及 Co/ 六,0). 


[3157] z= Vzy. 

解 ” 等 值 线 为 曲线 族 Zy 一 0 (a 守 0). 
当 a 一 0 时 为 坐标 轴 x 二 0 及 y 二 0. 当 a>0 时 为 以 两 坐标 轴 为 公共 渐 近 线 且 位 于 第 一 .第 三 象限 内 的 等 边 
双 曲 线 族 , 顶 点 为 (一 4, 一 4a) 及 (a,a). 

[3158】 xz 一 |z| 十 > 

解 ”等 值 线 为 曲线 族 |zl 十 > 一 A， 

其 中 为 一 切实 数 . 当 zx 之 0 时 为 x 十 y 二 k; 当 z<0 时 为 一 z 十 y 一 &. 这 是 顶点 


人 
在 轴 Oy 上 两 支 互相 垂直 的 射线 所 构成 的 折线 族 , 如 图 6. 16 所 示 . 
【31S9】 >z 王 |z| 十 ]y| 一 |z 十 y|. es 
解 “ 等 值 线 为 曲线 族 。 |zl 十 |y| 一 |z+y|=a. GN , 


因为 恒 有 |zxl 十 |y| 之 |x 十 y| ,所 以 a 之 0. 当 a 一 0 时 ,由 |z| 十 |y| 二 |z 十 y| 两 
边 平方 即 得 Zy 之 0， 
即 为 整个 第 一 ,第 三 象限 ,包括 两 坐标 轴 在 内 . 

当 a>>0 时 ,zy<0 分 下 面 四 组 求解 


(1) z>0，y<0,， z 十 y 空 0，|zl 十 ly| 一 |z 十 ?| 一 a, 解 之 得 ?一 一 全 ; 


(2) z>>0，?<0,，z 十 ?> 窒 0，|zl 十 ?| 一 1z 十 y| 一 a, 解 之 得 xz 一 号; 


(3) Zz 过 0, y 之 0, Zz 十 y 之 0, |z| 十 |y1 一 |z 十 y|= 二 a, 解 之 得 六 


(4) zx<0, y>0, Zz 十 y&0, |z| 十 |y| 一 |x 十 y| 一, 解 之 得 y 一 分， 


这 是 顶点 位 于 直线 x 十 y= 二 0 上 的 两 支 互 相 垂直 的 折线 族 , 它 的 各 射线 平 
行 于 坐标 轴 ,如 图 6. 17 所 示 . 


2z 
【3160】〗 > 一 ez:+y . 6. 17 


解 等 值 线 为 曲线 族 二 宇 志 一 kh 〈z,y 不 同时 为 零 )， 


其 中 为 异 于 零 的 一 切实 数 . 上 式 可 变形 为 
2 1 2 

(z 一 三 ) 十 y = (去 ) 《& 天 0). k<0 k=0gks0 

当 & 一 0 时 , 即 得 ez 二 1, 从 而 等 值 线 为 x 一 0 即 Oy 轴 , 但 不 包括 原 


当 & 关 0 时 为 中 心 在 Oz 轴 上 且 经 过 坐标 原点 (但 不 包括 原点 在 内 ) 


的 加 束 ,加 心 在 (二 ,0) 半 径 为 | 二 | ,如 图 6. 18 所 示 . 
【3161〗 > 一 z” (zx>0). 
解 等 值 线 为 曲线 族 x 一 。 (a>0) 

当 a 一 1 时 为 直线 z 一 1 及 Oz 轴 的 正 向 半 射线 ,但 不 包括 原点 在 内 . 
当 0 过 a 二 1 与 a 之 1 时 的 图 像 如 图 6. 19 所 示 . 


有 人 


图 6.18 


0<a<l 


图 6. 19 
【3162〗 >z 一 ze “(zx>0). 
解 ”等 值 线 为 曲线 族 ze 一 a (a>0), 即 ylnz 一 z 一 lna， 
当 a 一 。-! 时 为 直线 x 一 1 和 曲线 y* 一 于; 当 0<a< 二 ,二 <<a<1 或 4 之 1 时 图 像 布 满 整 个 右 半 平 面 ,如 
6. 20 所 示 ,不 包括 Oy 轴 . 


图 6. 20 


(zx—a) :ty 
〖【3163】〗 >z 一 In A/ (rTay ty (a>0). 


Ee 


(x—a) Ty 
解 ” 等 值 线 为 曲线 族 (EE 


整理 得 (1—R)zx—2all+h) z+ (1—k)a + (1—k) y=0. 
当 & 一 1 时 得 x 二 0, 即 Oy 轴 . 当 关 1 时 ,上 述 方程 可 变形 为 


C&(1 十 好 ) TT , 2, / 2ak \? 
| > 1—gk? | +y ( ) ， 


&2 (k>0). 


这 是 以 点 (29 和 2,0) 为 团 心 ,半径 为 | j22 | 的 国 族 . 当 0 二 4 一 1 时 ,加 分 布 在 右 半 平 面 ; 当 > 1 时， 加 
分 布 在 左 半 平 面 . 


如 果 注 意 到 圆心 与 原点 距离 的 平方 为 
C&(1 十 凶 )] afOl—R):T4k| ,,/ 2ak \? 
| 1—g | (IT 一 外 7 人 + (TE) l 
即 等 值 线 圆 族 与 圆 x 十 Y= 二 a? 在 交点 处 的 半径 互相 垂直 (或 贺 心 距 与 两 贺 的 半径 构成 直角 三 角形 ), 便 知 
等 值 线 圆 族 与 圆 x* 十 y 一 a? 成 正 交 . 如 图 6. 21 所 示 . 


pF 


图 6. 21 图 6. 22 


2a 
[3164] zarctan 27 7 (a>0). 


解 “等 值 线 为 曲线 族 mn 
其 中 为 一 切实 数 ,但 要 除去 点 (一 a,0) 及 (a,0), 当 k 一 0 时 ,y 一 0, 即 为 Oz 轴 , 但 不 包括 上 述 两 点 ; 当 了 0 
时 ,方程 可 变形 为 z+(>- 生 ) = (1+ 喜 )， 


这 是 圆心 在 Oy 轴 上 且 经 过 点 (一 a,0) 及 (a,0) 但 不 包括 这 两 点 在 内 的 圆 族 ,如 图 6. 22 所 示 . 
【316S】〗 z= sgn(sinzsiny). 
解 若 x=0, 则 sinzsiny 王 0, 此 即 直线 族 
Xx 二 mx 和 7y= 一 mA (mm 一 0, 士 1, 士 2,…); 
若 zx 一 一 1 或 zx 一 1, 则 sinzsiny<<0 或 sinzsiny 盖 0, 此 即 正方 形 系 
1T<CZ< (7 十 1)r，HaTr<<y<< (2 十 1)r， 
其 中 xz 二 (一 1)"". 如 图 6. 23 所 示 ,z 一 0 时 为 图 中 网 格 直线 ;z 一 1 为 图 中 
带 斜 线 的 正方 形 ;z== 一 1 为 图 中 空白 正方 形 , 但 后 两 者 都 不 包括 边界 . 


求 下 列 函 数 的 等 值 面 ; 
[3166] w=z+ytz. ， 
解 ” 等 值 面 为 平行 平面 族 x 十 y 十 z=k, 其 中 为 一 切实 数 . 图 6.23 
【3167】 w=z? 二 十 z2. 


RN 
SN 
SS 
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到 到 


解 ”等 值 面 为 中 心 在 原点 的 同心 球 族 zx 十 十 xz 二 a* (a 之 0) ,其 中 当 a 一 0 时 即 为 原点 . 
【3168]〗 u=zx 二 yz. 


解 ” 当 w=0 时 等 值 面 为 圆锥 x 十 y 一 x 二 0; 当 40 时 等 值 面 为 单 叶 双 曲 面 族 x 十 y 一 x 一 a 
【3169]】 


(a 之 0); 当 wu<0 时 等 值 面 为 双 叶 双 曲 面 族 一 xz? 一 y: 十 xz? 一 a? (a 之 0). 
2 一 (并 十 3)2 十 z2. 

解 ” 等 值 面 为 曲面 族 (ZX 十 y) ?十 z? 二 a? (a 之 0). 

当 a==0 时 为 xz 十 y==0 和 zx 一 0. 当 a 之 0 时 作 坐 标 变换 


+ Tn 四 nT MD 
工 一 Zcos 下 十 ysin 4 2 


(zy) » 


V2 
y 一 一 zsin 二 十 ycos 了 一 (一 zx 十 ， 
z =z. 


这 是 旋转 变换 . 在 新 坐标 系 中 原 等 值 面 方程 转化 为 


2 
工 之 
2zx“ 十 zx“ 二 az， 即 
a 


十 
"| 
上 


2 
这 是 以 y 轴 为 公共 轴 的 椭圆 柱 面 ,母线 的 方向 平行 于 y 轴 , 准 线 为 y 一 0 平面 上 的 椭圆 


十 守 一 1， 
2 
长 半 轴 为 <(z 轴 方向 ), 短 半 轴 为 - 启 (z 轴 方 向 ). 
yy 轴 在 新 系 O 一 zx‘y'z 中 的 方程 为 
zx'=0, 
人 
而 在 旧 系 O 一 zyz 中 的 方程 为 
z 十 ?一 0， 
{2 
即 为 所 求 的 椭 贺 柱 面 族 的 公共 对 称 轴 . 


【3170】〗 w=sgnsin(z’ 二 十 z’). 
解 ” 当 w=0 时 等 值 面 为 球 心 在 原点 的 同心 球 族 


22 十 只 十 22 一 ma 


(2 一 0，1，2，…)， 
当 wu 二 一 1 或 u=1 时 等 值 面 为 球 层 族 


nx<z ty + nt Dr (n=0,1,2,), 
其 中 x 一 (一 1)". 

根据 曲面 的 已 知 方程 研究 其 性 质 : 

【3171】〗 z= f(y—az). 


解 引信 参数 t,，s, 将 曲面 方程 z 二 f(y 一 az) 表 成 参数 方程 
8 


z=t 
| 
z= f(s). 


今 固定 s, 得 到 以 1 为 参数 的 直线 方程 ,其 方向 数 为 1, a, 0. 因此 ,曲面 为 以 1, a, 0 为 母线 方向 的 一 个 


柱 面 . 令 上 一 0, 可 得 
六 一 0， _0 
y=s, 或 » 
z= f(y), 


z= f(s),， 
这 是 x 一 0 平面 上 的 一 条 曲线 ,也 是 柱 面 == f(y 一 ax) 的 一 条 准 线 . 
【3172】〗 z=f(Vr i ). 
解 这 是 绕 Oz 轴 旋 转 的 旋转 曲面 的 标准 形式 . 令 > 一 0, 得 曲线 
y 一 0， 
(人 (Zz 之 0)， 
它 是 旋转 曲线 的 一 条 母线 . 


【3173〗 z=zxf( 之 ). 


解 ” 引 入 参 数 :，5, 将 曲面 方程 =z/ (学 ) 表 成 参数 方程 


一 zt， 
上 (天 0). 


Zz 一 上 FS) 
今 固 定 ,这 是 以 上 为 参数 的 一 条 过 原点 的 直线 . 因此 ,所 给 曲面 方程 为 顶点 在 原点 的 一 锥 面 ,但 不 包括 原点 
在 内 . 令 上 一 1, 得 曲线 
一 1 ， 
| 加 或 (一 ， 
y=s, EE 
z= f(s). 7/ 


这 是 x 二 1 平面 上 的 一 条 曲线 ,也 是 锥 面 * 一 zj (之 ) 的 一 条 准 线 . 
【3174] “ z=f( 之 ). 


解 ” 引 和 信 参 数 1,s, 将 曲面 方程 * 一 了 (之 ) 表 成 参数 方程 


X=t, 
| 
z= f(s). 


今 固定 s, 这 是 一 条 过 点 (0,0,f(s)) 的 直线 ,方向 数 为 1,，s, 0. 因此 , 它 与 Oz 轴 垂 直 , 与 Oxy 平面 平行 ， 
且 其 方向 与 有 关 . 从 而 得 知 ,曲面 > 一 /之 ) 表 示 一 个 直 纹 面 . 一 般 说 来 , 它 妈 不 是 柱 面 ,也 不 是 锥 面 . 令 : 


二 1, 得 到 直 纹 面 的 一 条 准 线 
(一 ， 
z= f(y). 


从 此 曲线 上 每 一 点 引 一 条 与 Oz 轴 垂 直 相 交 的 直线 . 这 样 的 直线 的 全 体 , 便 构成 由 = 一 了 (之 ) 所 表示 的 直 


* 题 导 右上 角 "“ 十 ?号 表示 题解 答案 与 原 习 题 集中 译本 所 附 答案 不 一 致 ,以 后 不 再 说 明 . 中 译本 基本 是 按 俄 文 第 二 版 
翻译 的 , 俄 文 第 二 版 中 有 一 些 错误 已 在 俄 文 第 三 版 中 改正 . 


【317S】〗 作出 函数 F(t) 二 fcosi,sint) 的 图 像 , 式 中 
1， y 之 工 ， 
0， yx, 


f(x,y)= 
解 ” 按 题 设 , 当 sint 之 cost， 即 焉 十 2hr<t 必 下 十 2kx (一 0, 士 1, 士 2,…) 时 ,FE 一 1; 而 当 sint<<cost， 
即 一 工 x 十 2kx<<t<< 亚 十 2kr 时 ,F(z) 一 0, 如 图 6. 24 所 示 . 


人 7 


[3176 若 f(z 一 7' 求 f(1, 芋 ). 
y 2 1 立 27y 
解 人) 


[3177) 车/( 宇 )= 交 六 (z>>0), 求 f(z). 
解 由 f( 郑 )=A/1+( 郑 ) 知 f(z)= VIiTZ. 
【3178】 设 z==Vy 十 f(Vz 一 1). 若 当 y==1 时 zz 二 x, 求 函数 1 和 xz. 
提示 易 知 f(2)==f2 十 21, 且 zx 二 Vy 十 x 一 1 (x 之 0). 
解 ”因为 当 y 一 1 时 z 一 z, 所 以 ， 
JovVz 一 D) 一 z 一 1 一 (Vz 一 D)(Vz 二 1D) 一 (Vz 一 ID)LCVz 一 1) 十 引 ， 

从 而 得 fl2)=t(t+2) = 二 2t, 

且 xz 一 Vy 十 zx 一 1 (zx>0). 
【3179]〗 设 z==z 十 y 十 f(x 一 y). 着 当 y==0 时 ,z 二 zx?. 求 明 数 及 zz. 
提示 易 知 f(x)= 二 x? 一 x, 且 z= 二 (x 一 y): 十 2y. 

解 ” 因 为 当 y=0 时 z=x?, 所 以 ， 
ZX? 一 x 十 f(z)， 即 f(zx)==x*: 一 zx， 


且 z 二 zx 十 y 十 (x 一 y)? 一 (x 一 y) 二 2y 十 (x 一 y)?， 
【3180】 若 f(zx+y, 之 ) 一 一 闻 , 求 f(x,y)， 
提示 “ 易 得 
1 了 了 
十 y% 之 ) = (z 二 7 一 一 
f(z y, 之 ) (zx 二 y) 二 之 
工 
1 一 之 
解 ” 因 为 f(zty¥) -ry rt zt) SFY rt) Ty 
区 


10 


所 以 ， jisys— x 1 一 > 


1 十 y 
= 
有 lim {limf (zx,y)} =1; lim{ limf(z,y)}=— 
从 而 ,limf(x,y) 不 存在 . 
0 


证 明 思 路 ”前面 两 个 累 次 极限 等 式 易 证 ,但 因 它们 不 相等 , 故 知 极 限 limf(z,y) 不 存在 . 


yr*0 
i i i 一 1i 世 2 一 lim 袜 一 
证 lim {limf(x,y)} im 人 lim ) lim= 1, 


lim {limf(z,y) } —lim {limE4>) = lim 一 > 一 一 1， 


oy 
由 于 两 个 单 极限 都 存在 ,而 累 次 极限 不 等 , 故 limf(x,y) 不 存在 . 
i , -zy 
【3182】 证 明 : 对 于 函数 f(r = ty 
有 lim (limf (xz, } =lim{limf(z,y)}=0, 
然而 limf(x,y) 不 存在 . 


证 明 思 路 前面 两 个 累 次 极限 等 式 易 证 .尽管 它们 相等 ,但 当 点 (zy) 洛 直线 y 一 kz 的 路 径 趋 于 (0,0) 
时 ,有 


i 有 x 1,， 有 & 一 1， 
7 limsr er Tt i -| 0 
于 是 ,lim(z,y) 不 存在 ， 
ye0 
y 
证 lim {limf Cr, 7) } —lim (lim 7 7 7) =lim0=0， 
. , ry . 
lim {limf(z,»)} — lim (lim rt 7 ) =lim0=0. 
如 果 按 y= 二 kx->0 的 方向 取 极 限 , 则 有 
lim (zy) 一 1 Ea 
3 YT rk tr lk) 
特别 地 ,分别 取 &=0 及 & 一 1, 便 得 到 不 同 的 极限 0 及 1. 因此 ,limf(x,y) 不 存在 . 
y—0 
【3183】 证 明 : 对 于 函数 f(x) = (tsin 二 sin 


累 次 极限 lim {limf(xz,y) } 和 lim (limfz,») } 不 存在 ,但 存在 limj(z,y) 一 0. 


证 明 思 路 只 要 注意 不 等 式 0 委 |Jzsy)| 委 1z| 十 |y| , 即 易 证 极限 im7(z，y) 奇 在 且 等 于 零 . 


y0 
由 于 极限 lim f(x,y) 及 limf(z,y) 均 不 育 在 ， 其 中 有 一 士 1, 土 2,…, 故 两 个 累 次 极限 不 存在 . 
“全 We 
证 ”由 不 等 式 0< (zt wsin 二 sin 让 lrty|<|z|+|y| 
易 知 limf (zx,y)=0. 


但 当 z 关 喜 ，y0 时 ,Cz 十 y)sin 士 sin 二 的 极限 不 存在 ,因此 , 累 次 极限 lim {limf(z,») ) 不 存在 . 同 法 
可 证 果 次 极限 lim {limf(z,y) } 也 不 存在 . 
【3184】 求 lim{lim jz,y) } 及 lim {lim f(z,y)) , 设 ; 


> 
jf De 4 ,a=00, b=00; (2) fz sy) =TF a=+o0, b=+0; 
nT co 一 co， _ 1 Ty 一 一 
(3) f(r,y)= sin 2z+y’ a ,b= 00; (4) f(x,y) zy Itiy’e 0 0 一 co; 
(5) f(z,y)—=log: (zx y), a=1, b=0., 


解 
. . |. ， 天 十 交 1 
0 im (lmf(e ym ) lm 


ro 


2 2 
bn {lmf (ep } lm ln) n= 


Dm {lim fn) lin (ln) -ln 
Jr 
G 总) 各 (ms 到 于 各 0 
bm {im fer} lin {lmsin gy) ~ lint 


(4) lim {lim f(x,y) ) =lim {lim tan TY } =lim {lim 。 limtan 和 } =lim{0. tanl} =0, 


yoTy 1 十 zy zr0 > yo 1 十 
XYy 
tan 
. 。 _ 1. .1 Xy Vo . l+zxy., 一] 
lim {limf(zx,»))} lim (limzytan Ts ) lim lim xy lm zy liml 1 
1 十 zy 
(5) lim {limf Cr, } lim {limlog (z+») ) =lim {i me 一 2 } 1 焉 一 1， 
3 -llnzx 
. . 1. .ln(z 十 y) 1 
mtime } nin Ke | 
求 下 列 二 重 极限 : 
. 并 十 y 
E3185] lim 元 二 2 下 产 ， 
区 之 
提示 注意 由 zz! 十 y 守 2|xy| 可 得 
XYy 1 1 
委 。 
|Forty | ST I 
解 ”由 不 等 式 工 十 y 之 2|xy| 得 
十 1z 十 y| |z 十 y| 1 1 
< | 迄 一 十 二 ， 
oOS | ryty | Say Tz STz Ty 
. /1 ,1 zy 
Wim (Ta Ty 站 = 0， "下 有 DR 7 2 一 Zy 十 并 
zty 
[3186】 lim arty 
， 2 十 多 T+ty ll 1 ,1 2 2 
提示 “注意 不 等 式 。 0< 夺 二 和 <7 说 2 ( 立 + 议 )‘ 二 yy 关 0). 
z+y -r+y_1/1 1 2 2 
解 ” 由 不 等 式 0< 和 F< 六 ) (x +0) 
， 1711 1 
及 lm 误 ( 到 + 六 ) 一 0 


2 2 


yo 
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【31871 lim n Sn 


区 


提示 YY "yy (3y 天 0). 


解 lims222 一 lim ( Smzy y ) =a. 
工 XYy 


ya ya 


【3188〗 lim Cz’?+ yD)e +t», 

区 +S 
提示 注意 (zx? 十 y)e “1” 二 (zf 十 y)?* ee 一 2(ze ")(y e-?”), 并 利用 564 题 的 结果 . 
解 lim (xz? 二 ye “+7 = lim (全 半 -2 苹 Ty ) = 一 0 


了 
十 co 十 oo er > e” & 
Jy 二 oo yy 十 co 


*) 利用 564 题 的 结果 . 


[3189] lim (= 7 ). 


3 十 cc 


二 注 2 1 
提示 注意 o< (zy) <( 2 ) 
2 2 2 
xy z 1 1 
解 ” 由 不 等 式 o< (sr) <(F) 及 lm(F) =0, 
4 yy _\” 
mm (= = 
y+ 
[3190) limCz? + y)™”. 
et 
提示 注意 | yin(z7 二 7 |< 和 |In(z + ) | ,并 利用 1341 题 的 结果 . 
解 ” 由 不 等 式 [ey ln ty ) SE nC ty)| 
及 lim Ce 4) ) InCx?+y)= lim trlnt=0, 
2 tO 4 
即 得 lim(z’ + )* =]ime” YI +y) em], 
了 30 
Ea 
[3191] lim (1+)"™. 
To 并 
2 
却 - [ lim zln(l+ 一 二 lim 过 5 
解 lim(1+ 声 )” 一 lim(1+ 广 ) ”一 lime 9 直 二 e ee 
ya ya ya 
. ln(zx+e) 
【3192】 lim!z+e. 
VT+y 


解 lim 一 jz 士 僻 》 _inCI+Te) 


【3193]+ 若 z 一 pcosp， y 一 psinp, 问 下 列 极限 沿 怎样 的 方向 p 存在 有 限 的 极限 值 ， 
(1) lim ety ; (2) lim E> sin2xy, 
Pr 十 0 Pr 十 co 
0, cosypy<0， 
cos 


解 CD lim eT = limer? 一 1， cosp 一 0， 


p+0 
十 co ， cosg>0. 
于 是 , 仅 当 cosg 志 0 即 地 gp 2 时 ,所 给 的 极限 才 存 在 有 限 的 极限 值 . 


(2)e* -* sin2xy=er “ysin(O sin2p). 


当 p~> 十 co 时 ,sin(pzsin2g) 有 界 , 除 p 一 全 (一 0,1,2,3) 外 无 极限 , 且 


0， cos290<0， 
lim 一 -| 1， cos29p 一 0， 
pm 十 co 
十 ce cos29p>0. 
于 是 , 仅 当 于 <p< 亚 及 5<p< 严 以 及 gp 一 0，g 一 < 时 , 才 存在 有 限 的 极限 值 . 
求 下 列 函 数 的 不 连续 点 : 


1 
【3194】 = 一 一 一 一 ， 
Vr+i+y 


解 ” 也 数 u 二 


1 
点 (0,0) 无 定义 , 故 原 点 (0,0) 为 此 函数 的 不 上. 以 下 ， 
J 志 下 到 在 点 为 数 连续 点 各 题 类 似 情 况 ,不 再 


说 明 . 


[3195] u 二 一 一 zy 


解 ”直线 x 十 y 一 0 上 的 一 一 切 点 均 为 x 一 5 的 不 连续 点 ， 


十 y 
ry 
解 ” 对 于 任意 不 等 于 零 的 实数 a, 有 


【3196】〗 w= 


lim = lim 1 
3 y ET 3 一 zy 十 到 302 


于 是 ,对 于 直线 z 十 ?一 0 上 除去 原点 O 外 的 一 切 点 均 为 可 移 去 的 不 连续 点 . 而 原点 OC(0,0) 为 无 穷 型 不 连 
续 点 . 


L3197] w= sin 工 . 
xy 


解 zy=0 上 的 一 切 点 即 两 坐标 轴 上 的 诸 点 均 为 wx 一 sin 去 的 不 连续 点 . 


1 
sinzsiny” 


【3198】 w= 


解 直线 = 一 mx 及 一 ax (m,n 一 0, 士 1, 十 2,…) 上 的 各 点 均 为 一 macinz 的 不 连续 点 . 


【3199〗 wu=in(I—z’—y). 
解 ”圆周 x 十 y 二 1 上 各 点 是 w= 二 In(1 一 zx? 一 y) 的 不 连续 点 . 


[3200] 4=—. 
4 


解 ”坐标 面 ,z 一 0，y 一 0，z 一 0 上 各 点 均 为 ve 一 二 的 不 连续 点 . 


1 
V(r—a) ity 6 + ec) 


1 
解 点 (apc) 为 一 ln 一 
“ (zr—a):++(y—6b) + (ze) 


【3201】 :一 ln 


的 不 连续 点 . 
_2zy ， 2 十 2 0， 

【3202】 证 明 ;函数 el ”7 
0， 22 十 认 一 0 


分 别 对 于 每 一 个 变量 z 或 y( 当 另 一 变量 的 值 固定 时 ?是 连续 的 ,但 并 非 对 这 些 变量 的 总 体 是 连续 的 . 
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提示 对 于 命题 的 后 半 部 分 ,只 要 证 明 极 限 limf/(z,y) 不 存在 . 


证 ” 先 固 定 y=a 关 0, 则 得 = 的 函数 
2ax 
se 0; 
0， 六 一 0， 


2ax 


即 g(z) 一 二 于 07 《<x 人 < 十 00), 它 是 处 处 有 定义 的 有 理 函 数 .又 当 y 一 0 时 ,f(zx,0) 二 0, 它 显然 是 连续 


的 .于 是 , 当 变数 y 固定 时 ,函数 f(z,y) 对 于 变量 z 是 连续 的 . 同 理 可 证 , 当 变 量 z 固定 时 ,函数 f(x,y) 对 
于 变量 y 是 连续 的 . 
作为 二 元 函数 ,jz,y) 虽 在 除 点 (0,0) 外 的 各 点 均 连续 ,但 在 点 (0,0) 不 连续 .事实 上 , 当 动 点 P(x,y) 
沿 射线 y= 二 kz 趋 于 原点 时 ,有 
_ 2k 
lim nz 一 me 一 +E" 


CO we) 


对 于 不 同 的 & 因此 ,函数 f(x,y) 在 原点 不 是 二 元 连续 的 . 


1， ZX 十 y 关 0， 
【3203】 证 明 :函数 re 人 Ty 7 
0， Xz 十 y= 二 0 
在 点 O(0,0) 处 沿 过 此 点 的 每 一 射线 x 二 tcosa， y= 二 tsing (0 所 1 过 十 co) 连 续 , 即 存在 
limfltcosa, tsinag) = f(0,0); 
但 此 函数 在 点 (0,0) 并 非 连 续 的 . 


证 当 sina 王 0 时 ,cosa 二 1 或 一 1. 于 是 , 当 t 关 0 时， fscosastsing) = "0 0 一 0， 而 F(0,0) 王 0, 故 有 


i 二 
limf (icosa,tsina) = f(0,0). 
当 sina 天 0 时 ,有 


2 
£3 coOs’ asinag 。 tcos’ asina 0 

lim (tcosa tsina) 一 lim lim 一 -一 一 0 

7 ” ttcosiat tising ro tcosta 十 sin2za 0 十 sinza “~” 


故 limf (tcosa, tsina) = fC0,0). 
其 次 , 设 动 点 P(rz,y) 沿 抛物 线 y= 二 zx? 趋 于 原点 ,得 
. 1。 Eo 1 
lim fz,y) = lim TT 关 f(0,0). 


(y= ) 


因此 ,函数 f(x,y) 在 点 (0,0) 不 连续 . 
.1 
〖3204】 证 明 :函数 re 了 ， yx0， 


的 不 连续 点 的 集合 不 是 闭 集 . 

证 当 yo 关 0 时 ,函数 f(z,y) 在 点 (zo ,yo) 显 见 是 连续 的 , 即 f(x,y) 在 除去 Oz 轴 以 外 的 一 切 点 均 
连续 . 

又 因 | f(z,y) 一 f(0,0)| 二 |f(z,y)| 志 |x|, 故 知 f(z,y) 在 原点 也 是 连续 的 . 

考虑 当 zo 天 0 时 ,对 于 点 (xo,0), 由 于 极限 


limf(zxo ,y) = limzo sin L 
TO y—0 了 


不 存在 ， 故 知 f(z,y) 在 点 (zo ,0) 不 连续 . 
这 样 ,我们 证 明了 ,函数 f(z,y) 的 全 部 不 连续 点 为 Oz 轴 上 除去 原点 外 的 一 一 切 点 .显然 ,原点 是 不 连续 
点 集合 的 一 个 聚 点 ,但 它 本 身 却 不 是 f(x,y) 的 不 连续 点 . 因此 ,f(x,y) 的 不 连续 点 的 集合 不 是 闭 集 . 


【3205】 证 明 : 若 函数 f(x,y) 在 某 区 域 G 内 对 变量 xz 是 连续 的 ,而 关于 x 对 变量 y 是 一 致 连续 的 , 则 
此 函数 在 该 区 域内 是 连续 的 . 

证 任意 固定 一 点 Po (zxo ,yo)EG. 

由 于 f(x,y) 关 于 工 对 变量 > 一致 连 续 , 故 对 任 给 的 e 汪 0, 存 在 人 二 和 (se) 之 0, 使 当 (z,y)EG, (zr,y) 
EG 且 |y 一 |<6 时 ,就 有 


1f(z,y) 一 f(x,y 1 到 本 
又 因 f(x,y) 在 点 (zo ,yo) 关 于 变量 xz 是 连续 的 , 故 对 上 述 的 e, 存 在 6 二 0, 使 当 |x 一 xzo1<<6 时 ,就 有 
[f(x,y0)— flxo ,Yo0) |< 也 


取 0<s 委 min {6 ,62 } ,并 使 点 (xo ,yo) 的 6 邻 域 全 部 包含 在 区 域 G 内 , 则 当 点 P(x,y) 属 于 点 (xo, Yo) 
的 65 邻 域 , 即 |PP。 |<<6 时， 
|zx—zxo|<6S6., > 一 1<6 委 9. 


从 而 有 |fCzy) 一 Frzoyy)| 委 |FCzy) 一 FCzyo)| 十 |f(zsy) 一 f(zxoWyo)|<< 广 十 二 一 


因此 ,f(z,y) 在 点 P。 连续 .由 Po 的 任意 性 知 ,函数 f(z,y) 在 G 内 是 连续 的 . 

【3206】 证 明 : 若 在 某 区 域 G 内 函数 f(x,y) 对 变量 x 是 连续 的 ,并 满足 对 变量 y 的 利 普 希 萄 条 件 , 即 

[fry ~— fr y) ELIy —y|, 

式 中 (z,y)EG，(Czy)EG 而 工 为 常数 , 则 此 函数 在 该 区 域内 是 连续 的 . 

提示 “利用 3205 题 的 结果 . 

证 由 于 f(z,») 在 G 内 满足 对 y 的 利 普 希 茨 条 件 , 故 知 f(x,y) 在 G 内 关于 x 对 变量 y 是 一 致 连 
续 的 . 

因此 ,由 3205 题 的 结果 即 知 ,f(x,y) 在 G 内 是 连续 的 . 

【3207〗 证 明 ; 若 函数 f(x,y) 分 别 对 每 一 个 变量 zx 和 y 是 连续 的 ,并 对 其 中 的 一 个 是 单调 的 , 则 此 函 
数 对 两 个 变量 的 总 体 是 连续 的 ( 杨 定理 ). 

证 不 妨 设 f(x,y) 关 于 工 是 单调 的 . 

设 (zo ,yo) 为 函数 f(x,y) 的 定义 域 G 内 的 任 一 点 . 由 于 f(x,y) 关 于 工 连 续 , 故 对 任 给 的 e 二 0, 存 在 忆 
>0( 假 定 8 足够 小 ,使 我 们 所 考虑 的 点 都 落 在 G 内 ) ,使 当 |zx 一 zo | 一 6 时 ,就 有 


[fz,y0)— f(xo,y) | < 


对 于 点 (ze 一 hy) 及 (zo 十 9 ,y), 由 于 jz,y) 关 于 y 连 续 , 故 对 上 述 的 e, 存 在 2 0( 也 要 求 6 足够 小 ， 
使 所 考虑 的 点 落 在 G 内 ) ,使 当 |y 一 yo | 二 6 时 ,就 有 


| f(xo—B ,yO— f(ro ,y)| 达 元， 


[fzo tt sy) ~— foxotA ,%)1 达 万. 
令 8 二 min{61,6z ) , 则 当 |Azl|<6，lAy|<8 时 ,由 于 zy) 关于 工 单调 , 故 有 
| flzotAx, yo tAy)— flro ,yo) | 
Smax{ | fCzotB, yotAD—f ro yd) Ns | fro Bh, ytAy)— f(ro,y)|}. 
但 是 |f Czxot6, yoAy)— f(xo, yo)| 
SIflz th, ytAy)— frotth yo) + | frotd, yo)— f(zo,y) | + 全 = 
故 当 |Az| 二 8, |Ay| 过 6 时 ,就 有 


| flzotAzr, yAy)— flxo ,yo)|<e, 
即 fx,y) 在 点 (zxo ,yo) 是 连续 的 . 由 点 (xo ,yo) 的 任意 性 知 ,f(zx,y) 是 G 内 的 二 元 连续 函数 . 


【3208】 设 函 数 f(z,y) 在 区 域 < 委 z 和 4A，25 委 > 魏 日 上 是 连续 的 ,而 函数 序列 mw (z) (一 1,2,…) 在 
[a,Aj 上 一 致 收敛 并 满足 条 件 4 委 阅 (Cz) 委 吕 . 证 明 : 函 数 序列 
F(z)=f[z,p (x))| (n=1,2,.) 
也 在 [a,Aj 上 一 致 收敛. 
证 由 于 bgn(z) 亿 B, 故 F(x) 二 fLx,gr (x)] 有 意义 . 
由 题 设 f(x,y) 在 区 域 < 和 xz 委 4, by 二 B 上 连续 , 故 在 此 区 域 上 一 致 连续 , 即 对 任 给 的 e 汪 0, 存 在 9 一 
6le)>0, 使 对 于 此 区 域 中 的 任意 两 点 (zi ,yi1) (Xz ,yz) ,只 要 | 一 x2 1 过 6, | yi 一 y | 二 8 时 ,就 有 
| [fxiyy1)— fx ,ys) |<e. 
特别 地 , 当 | yi 一 yz| 志 8 时 ,对 于 一 切 的 xE [La,Al, 均 有 
| zy ) 一 zy)|1<e. 
对 于 上 述 的 b 盖 0, 因 为 p, (x) 在 La,Al 上 一 致 收敛 , 故 存在 正 整 数 六 ,使 当 m>N, > 六 时 ,对 于 一 切 
的 zE[e,4], 均 有 
| gn C7) — pn (x) | <6. 
于 是 ,对 任 给 的 s>0, 存 在 正 整数 N, 使 当 m>N, > 六 时 ,对 于 一 切 的 zxE[a,A4], 均 有 
[F(x)—F, (zx)|= | fx, gp (7))— flr, pn (x))|<e. 
因此 ,已 (z) 在 La,A] 上 一 致 收敛 . 
【3209】 设 ;1) 函数 /zy 在 区 域 Ra<zr<A; py<B) 内 连续 ;2) 函 数 g(x) 在 区 间 (4,A) 内 连续 ， 
且 函 数值 属于 区 间 (6,B). 证明 :函数 FCz)=ALz,p(z)] 在 区 间 (e,A) 内 连续 . 
证 设 点 (zo,yo) 为 区 域 尺 内 的 任 一 点 .由 题 设 知 函数 f(x,y) 在 区 域 尺 内 连续 , 故 对 任 给 的 es>0, 存 
在 6>0, 使 当 |z 一 zo | 过 6，|y 一 yo | 过 6 ((x,y)ER) 时 ,就 有 
[f(x,y)— fxo, Yo) |<e. 
再 由 p(x) 在 (a, 有 A) 内 的 连续 性 可 知 ,对 上 述 的 8 汪 0, 存 在 7>0( 可 取 7<6), 使 当 |z 一 zl 去 
7 (XE (a,A)) 时 , 恒 有 
[p(x)— p(xo)|=|y— yo |<¢. 
于 是 ， 
|fFLzy,ep(z)] 一 FLzoyp(zo)]|<e， 
即 |FCz) 一 下 (zo)|<e. 
因此 ,F(zx) 在 点 zo 处 连续 .由 点 xo 的 任意 性 知 ,函数 (xz) 在 (a,A) 内 是 连续 的 . 
【3210】 设 :1) 函 数 f(x,y) 在 区 域 R(a 二 x 二 A; pp<z<B) 内 连续 ;2) 函 数 x 二 gl(u,v) 及 y 二 ylu,v) 在 
区 域 R (ca <u<A; 5 < 之 v<B') 内 连续 , 且 函 数值 分 别 属于 区 间 (a,A) 和 (6,B). 证 明 : 函 数 
Fluswo) = fg(u,v), ylu,v)] 
在 区 域 R' 内 连续 . 
证 以 下 假定 所 取 的 $》 或 了 足够 小 ,使 点 的 8 或 7 邻 域 都 在 所 给 的 区 域内 . 
设 点 (zo ,yo) 为 区 域 RR 内 的 任 一 点 ,注意 到 f(x,y) 在 R 内 连续 , 即 知 对 任 给 的 s 之 0, 存 在 9>0, 使 当 
|z 一 zo | 过 6,1y 一 yo | 过 6 时 ,就 有 |f(x,y) 一 flxo ,yo) | 过 e. 
再 由 gp 及 y 的 连续 性 知 ,对 于 上 述 的 5, 存在 >0, 使 当 |4 一 w | 过 7，1v 一 w | 过 7 时 ,就 有 
|z—zol<6, |y—» |<6, 
其 中 zo 二 p(wo ,vo)， yo = pluo ,vo). 
于 是 ,对 任 给 的 e>0, 存 在 >0, 使 当 |u 一 w| 二 y, lv 一 w | 二 wy 时 ,就 有 
|f[g Cu 0), yousw))— fg lu mw) zw 四 <. 
即 [Fu,w)— Fu ,vo)|<e. 
因此 ,Fu,u) 在 点 (xm ,w) 连 续 , 由 点 (uo ,wo) 的 任意 性 知 ,函数 下 (u,v) 在 区 域 R 内 连续 . 
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$ 2. 偏 导 数 . 函数 的 微分 
1” 偏 导数 ”在 求 多 元 函数 的 偏 导 数 时 , 若 计算 中 出 现 的 所 有 伪 导 数 均 连续 , 则 求 导 的 结果 与 求 导 的 次 


序 无 关 . 
2” 函数 的 微分 ”车 自 变量 xz,y,z 的 函数 F(Cz,y,z) 的 全 增 量 可 写 为 以 下 形式 ， 
AjCz,yz) 一 AAz 十 BAy 十 CAz 十 o(p) ， 


式 中 A,B,C 与 Ar ,Ay,Az 无 关 而 pop 二 V (Az)? 十 (Ay)? 十 (Az)? , 则 称 函 数 f(x,y,z) 在 点 (x,y,z) 可 微 ,而 
《1) 


增 量 的 线性 部 分 AAz 十 BAy 十 CAz, 即 
df(zsys2)=f i (ry) drt ff (x, yz) dy f ‘(x,y,2)dz, 


(其 中 dz 一 Az，dy 一 Ay，dz 一 Az) 称 为 此 函数 的 微分 . 


当 变数 x+,y,z 为 其 他 自 变量 的 可 微 函数 时 ,公式 (1) 仍 有 其 意义 . 
若 TY 为 自 变 量 , 且 函数 f(r,y,z) 有 连续 的 直至 n 阶 的 偏 导数 , 则 对 于 高 阶 的 微分 ,有 符号 公式 : 


dz 一 (dz 天 +dy 芒 +dz 基 ) f(xy 
3” 复 合 函 数 的 导数 ” 若 ww 二 f(x,y,z) 可 微 ,其 中 x 二 glusv), yy 二 Yusv)， zxz 一 x(uyv), 且 函数 p,y,x 
可 微 , 则 
Wu_9r0Z | WdY | WAI dWw_ warx | dWw9Y | WAx 
dv 9r9v dydv 9zg9m 


Gu arau Iydu zau’ 


计算 函数 w 的 二 阶 偏 导数 时 最 好 用 下 列 符号 公式 ， 

D 9Pi9w ,9Q 9w | 39Ri 9w 

+R 到) wt tt a 

Rap oi0 oiR 2 wa Pw 3Q Iw Ri ow 

3y +R 元) (P， 57 35 1 Re 元 ) 十 dv dr dvgdy dv oz’ 
Oz 


_9y _9z OZ _9y gz 
其 中 已 一 也， QQ du” Ri 32， R; 3v0” Q: av’ R; az 
4 方向 导数 若 用 方向 余弦 {cosa,cosB,cosy}) 表示 Oxyz 空间 内 的 方向 !, 且 郴 数 uw 二 f(x,y,z) 可 微 ， 


则 沿 方 向 /的 导数 按 下 式 来 计算 : 
名 一 Scosat Scosp+t Hcosy. 
函数 在 给 定点 的 最 大 增长 速度 的 大 小 与 方向 何 用 一 个 向 量 一 一 函数 的 梯度 
gradv 一 尖 计 耻 了 下 
2 2 2 
lgradul =A/ (2) + (总) +( 革 ) “ 


Gk 


f(r,b)= flx,b) . 
dz 


【3211] 证 明 ， 


提示 今 p(x) 一 f(x,6) ,命题 即 易 获 证 . 
注意 在 求 某 一 固定 点 的 导数 及 微分 时 ,用 本 题 的 结果 常 可 减少 运算 量 . 例如 ,3212 题 中 ,由 于 f(x,1) 


一 并 , 故 f(x,1) 二 1. 
证 令 p(Cz)=Cz,p)， 则 

ad _, 1 Prt+AT) pr) 1 fxtAT OD fr), 

TzLf(70)] =p (7) = lim A lim A fiir,b). 


L32123 设 f(z,y) 一 xz 十 (y 一 DarcsinAf/ > , 求 fixr,1). 
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求 下 列 函 数 的 一 阶 和 二 阶 偏 导 数 : 
【3213〗 w=x:+y—4zr?y’ 


2 


du 一 Gu Bry, Our 8y, Ou 12y gz 
解 元 一 4z23 一 8zy ， ay 4y 一 8z y， 了 二 12z 一 8 ， ay l2y —8z’， 


Ou _ du _ » 
azgay 39y3az 16zy”. 
Ou a2u yo 
*) 号 地基 一 卫生 ,而 仅 写 355 ,因为 当 它 们 连续 时 是 相等 的 ,并 且 在 今后 各 题 中 均 
把 沁 六 理解 为 之 (总). 


E3214] “一 2 十 了 


gt 1 Ou __ z gu gsu_2zx gw 1 
解 yy yy gz ay y’’” 9zay y 
【3215】 xv 一 三 . 
2 
第 ae _1， az 23， au Pz au 2 
az yy dy y’” dr ©” gy y'’ 9zx9y 区 
【3216】 :一 一 一. 
Vri+ty 
解 ax 1 2z。 工 y ， 
3 3 
37 V 王 于 交 2(z 十 办 ) 二 《好 十 交 冯 
ou ZY 
9y (rity)3 
Ou 3 2z ”- 3zy° 
9r’ 27 2 2 、 羡 2 zy 
(x 的 (x 二 Ty)? 
gu 工 


二 2y  _zx(2y—rz )， 
ty 一 一 2 一 工 人 
> (Ty)2 (x? +y)Y Cty 
2 2 3 2 2 
EW” 一 天 | | 一 全 一 三 ). 
9r9y 9y (z+y)? (rty) r+ty): Crty)? 
【3217】〗 一 zsin(z 十 y)， 


解 sin(z+y)+zcos(z+y), 六 =xcos(z+)， 


2 
3 一 cos(z 十 区) 十 cos(z 十 y) 一 zsin(Zz 十 y) 一 2cos(z 十 y) 一 zsin(z 十 y)， 


32z 。 du i 
天 一 Zsin( 工 十 y)， 和 5 一 cos(z 十 2) zsin(z 十 y). 


2 
[3218] “一 人 


9 y ”ay aa y ay J» axzgy y 
2 
【3219】 w=tan =. 
了 
ak 2x ,zx du_ zx ,Xx 
解 元 Sec 了 ay ye 了 ， 
92 2 2 2 2 2 2 
Su 2 ec 三 2 红 “2sec tan。 2 2 ec 开 十 虹 sec’ 一 sin 一 ， 
gr yy ?了 2》 2 y ?> yy y 
gz 27x ,X27 3x, x du _ 2r sx 4 sx . zx 
一 一 一 sec? 一 十 一 secs 一 sin 一 ， 二 一 和 se 一 一 sec’ 一 sin 一. 
9y yy y 2 9zx9y y y 
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【3220】〗 w= xz. 
解 ” 由 w= 二 xz? 二 ev 即 得 


34 一 1 Du sm . 一 Ou _ 一 2 Gu 2 
天 YX *, 3y ey7 lnxz 一 zlnz， 3 一 (3 1)zx” °“， ay In x, 
CR yl y—1 一 wy 一 1 
35 一 十 yz 1lnz 一 Z 1(l 十 ylnx) (zx>>0). 
【3221】 w=ln(zx+ty). 
解 au__l1 9u_ _2y Ci 1 Qu 2 2y2y __ 2(zx—y) 
az x+y 9y zity’” ar (rty)’ ay zty (rty) (rity):’ 
Ou 2y 
Zay (zx 二 Ty )? 
【3222】 w= arctan 之 . 
解 ou 1 ( 考 )= 多 Gu 1 .1__ zx 
9 2 2 2 29 2 2 2 2 9 
z 1+( 之 ) 工 Xi 二 yy > 1+( 之 ) rr Xx 十 y 
并 郊 
diu_ 2xy Qu 2xy 92u 1 十 3y2y 2 一? 祖 
ox’ (zz 十 办 )2” ay (zx: Ty 9x9y ZX 二 yy? (zy )? (z 十 y 2 


[3223】 w=arctan Z 十 2? 。 
1l—zxy 


提示 利用 776 题 的 结果 易 获 解 .直接 求 导 也 易 获 解 . 
解 ” 由 776 题 知 arctan 工 十 了 一 arctanz 十 arctany 一 sr, 其 中 s 一 0,1 或 一 1. 于 是 ， 


1l—Zxy 


ar 1 ax 1 2 2 并 22 2y a2u 
ar 1+zx:” 9y 1l+y’” 3z2 《1 十 z2)2” 9y’ (1l+y):’ zay 


本 题 如 不 用 776 题 的 结果 ,直接 求 导 也 可 获 解 . 例如 ， 


3 1 ,1 一 zy 十 yCz 十 1 
3 十 (1 一 工 y) 1 十 z2” 
1+( 赫 之 ) 
【3224】 u=arcsin 一 二 一. 
JET 
二 注意 9 一 XS8ny 
提示 注意 ty 
解 六 一 一 一 ( 二 ) = y» ”by 
az /1 一 Ty /zr |y| (zx? y:)3 zy 
zy 
Gu 1 (一 去 二 ) = 了 | 了 ZJ ] XT ,YXSgny 
9y x Vz ty /3 |y| (zy)? zy |y| zi 二 y: 
2 十 入 
au 2zly| 
ar’ (z2 十 内)2 
gu_ 39 zy zlyl ety) zy CT) 上 2yly] 2zjy| 
ay 3?L ly ty) Pr ty CT 
yl) 
a2u _y (zx 二 +y) 2yly| sgny— yly| Cy)seny (20) 
9x9y (z+ ye)? (z+ yy)? (x+y )? >” 
x ) 利用 3216 题 的 结果 ， 
【3225】 w=—— i . 
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gu du du gu gu 


— ,Ou 

提示 先 求 37 及 3757， 再 利用 对 称 性 , 即 得 5 7355 ，3y9z F297 

解 gu___ I ou_ y ax C4 
9 2 2 2 9y 2 2 2 9z 2 2 zy 

(x 十 yy 十 z2)2 (Ty 十 zz)2 (zT 十 y 十 z?)3 
gu 1 3xz2 2z2 一 光一 对 Ou 3zy 
Bz 于 十 吾 3? grgy ，， ， ss 
z (zy te) (r+y 二 zr) (ry 二 Tz )? TY (Cr 二 yr )Y 
利用 对 称 性 , 即 得 Os 


2 59 2 EE 
9y (x 十 yy 十 z?)? az (zx: 二 yy 十 z:)? 
Du 3yz Qu _ 3Xx 
互 ? Ey 
9y9z (Zz: 十 十 z2)? 9z9x (x: 二 yz )? 


T3226】 v 一 (三 ) . 


解 u 二 xy 
uy A) Ou yy 
区 一 zz 2 二 (过 ) ， 3y Zr 六 ( 子 )， 
du_ /x\, Xx DWM (zl) /zr 
于 (过 ) In 友 ， 了 zz 一 1)Z “yy 一 (三 ) ， 
du_ /1) /xr du_ /rN 工 
3y Zz)(—z—1)r'y = 一 ( 广 ) ， 下 = (二 ) jn y? 
Ou _/z “= 三 [一 三 三 ) |]= 一 三 Zz 
3 区 一 ( 二 ,一 二 [一 二 (到 ) = 一 乞 (于) ， 
并 
1 一- 
au 一 人 zu) < ( 王 )In ! (zz)- ny (ry 
9y9z y /zx y\y y yi\y y 2 了 17” 
1 十 zln 三 
Ou zz/x 并 1 “ 了 并 
了 (uln ), 主 ( 于 ) In 节 二 ( 码 ) 去 (三 ) (Sy>%. 
【3227】〗 w=x* 
EL a 经 一 工 zlnz 一 外 DZ 
解 ar xz Xz” 9 四 Inz 站 
ax 
du y 2 yulnzx a? TY gr YY yyY— 2)u 
az zi” Inz 2 ar’ 工 2 22 xiz 
2 2 
Gu_Inx 9u_uln’x 32z Inz Oz __ yulnx (2z++ ylnz) 
3 和 z gy Zi Dz y 本 可 » 
Ou = 工人 十 2 ) — st yz) gu ( 1 du x )-—— 
9z9y zz\™ 9y rz? ’ ayaz z gz 2z? 23 
ay 9u | UN _ yu(z 十 ylnz) 
azaz 2 (Inz 于 十 芯 )= 对 人 ” 
【3228】〗 a= 
EL uel nr ny! 
解 元 一 yx 二 ， ay zy” x” nz 一 zty 'lnz, 
Bt yx 。 四 du_ /MK 1 ay ur( 关 一 1) 
3 一 2 lnziny 一 xy inzlny， 了 y( z+ 二 于 ) 7 ， 
a 


=alne [y+ Dy eu] 一 xz ‘lnzr(zy'lnx+z—1), 
au 


Ey (y 学 +uyrlny) lnzlny 一 zinzln2y(1 十 关 lnz)， 


» 


2 #1 (x 
du = 二 (> +t uy ) -2 (Clnz 十 1)， 


x 


gu gu u\_ uy lny(y'lnzt1) 
Fy (Fett ) = YE (>0, y>0). 


【3229】 设 (Du=z 一 2xy 一 3y; (2)x 一 zx (3)x 一 arceosA/ 三 ， 


验证 等 式 -2 
提示 (3) 注意 应 就 0 二 zx 志 y 及 y 声 XT 过 0 两 种 情况 加 以 验证 . 
证 (1) 绪 =2zx 一 2y， = 2z 6y, 才 六 一 一 2， 2 
于 是 ,之 六 一 了 
(2) P=y 7 = jnz (z>0), 
了 = P12y 2 -lnz， 2 net ay 
于 是 ,这 部 一刀 攻 - 


(3) 当 0<xz 委 y 时 ,我 们 有 


1 一 arTCCOS 人 /六 一 ss < 


gu 1 1 


ax 六 二 2 2 Vr(y—zx) 
了 


Qu _ 1 (- 装 )- Vz 


9y 1 一 工 2) 注 2 Vy (yz) 
> 
gu 1 
9z9y AVT(y—x)Y 
Du 1 Yl 
9y97 4Vz Vy'(y—z) 4y(y 一 zx) 4VZz(y 一 zt 
D2 a2 
于 是 , 当 0<z<y 时 ,有 F307 
A 
当 yx 过 0 时 ,wx 一 arccos 。 
< Vy 
gu__ 1 (- 1 )= 1 
gz 之 2v—zx VvV—y 2 VW 一 工 Vr—y 
> 
du 1 W 一 并 W 一 并 
ay fz 2(—y)? 2 Vry—y 
> 
Pu 1 
9x9y 4vV—x(zr~—y)? 
gu AW 一 工 1 


yz 4V—xrVry—y 万 2 《Zz 一 3 = xX(I— OE 
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jy lutuzy" liny 十 zy 1 FE )lnz=uy Inz[1 + zlny(1+ ylnz)], 


gu _ gu 


于 是 , 当 yz<0 时 ,也 有 3 一 392 


仔细 观察 可 以 看 到 ,在 不 同 的 区 域 上 ,一 阶 偏 导 数 相 差 一 个 符号 ,但 二 阶 混合 偏 导数 却 是 相等 的 . 


工 2 一 
、 Ty? 
【3230】 jcy- 到 十 3 
0， 22 十 光一 0. 
证 明 ; (0,0) 关 fC0,0). 


Xx! 十 y= 二 0， 


证 阴 思 路 ” 先 由 导数 定义 求 得 (0,y) 二 一 y 及 f(r,0)= 二 xz. 再 利用 3211 题 的 结果 , 即 易 获 证 . 


证 由 于 
xi—y 
Z7y 一 7 一 0 
lim£ :2%) 0 7) 一 lim 2 十 详 =—y, 
工 -0 并 I-0 
故 /2(0,y) 一 一 y%， 从 而 ， 15(0,0) 一 旦 [LA20,y)]| ”一 一 1. 
dy 3 一 0 


同 法 可 求 得 f(z,0) 一 zx 从而,f 和 (0,0) 一 全 [f(z10)]| ,一 1. 


于 是 ,F (0,0) 天 广 . (0,0). 
【3231】 设 x 一 FA(Cz,yz) 为 于 次 齐 次 函数 ,就 下 列 各 题 验证 关于 齐 次 函数 的 欧 拉 定理 ， 
7 ， 
解 题 思路 ”为 了 书写 的 简便 ,我 们 仅 限 于 讨论 三 个 变量 的 情形 . 即 只 要 证 明 下 列 等 式 
zf ry yz yf x yz) tzf Cx, yz)—=nf(r,y,2). 

对 于 (1)2 一 2,(2)m 一 0,(3)2 一 0. 

证 关于 nn 次 齐 次 函数 的 欧 拉 定理 如 下 : 

设 n 次 齐 次 阴 数 f(z,y,z) “在 区 域 A 中 关于 所 有 变量 均 有 连续 偏 导数 , 则 下 述 等 式 成 立 ， 
Xf x yz yf ry ys 2) zf (zyyyz) 一 2FCzyyyz). 

(1) 由 于 (zz 一 2ty 十 3tz)? = 二 us- 故 为 二 次 齐 次 函数 .又 因 


也 
(1) zz 一 (z 一 2y 十 3z)? 《2)x 一 3) «= (二 )*. 
2 一 (一 2y 十 3z u 《3) zx (三 ) 


a 9 9 
于 =2(x—2y+3z)， 下 一 一 4(z 一 2? 十 3z)， 耿 一 6(z 一 2? 十 3z)， 
9u 9u gu __ 
故 得 工 3zty 3 十 3z™ (7 2y 二 3z)(2x—4y 二 6z)=2u, 
即 阔 数 满足 欧 拉 定理 . 
(2) 由 于 对 任何 的 t>0， 二 三 一 如 .nu, 


V(tz) Hy) Cz) 一 Vr 二 二 2 
故 “为 零 次 齐 次 函数 . 又 因 _ 


2 Y+2” 9 xy au Xz 

ar (rHyte) 9 (Crtyta)i Oz (ry+ei)? 

du au Aau 1 

一 十 十 一 (zy re 一 业 2 一 zz2) 一 0 。z， 
故 得 Tz Yay zx 于 Cy XYy rz ry — xz u 
即 函 数 x 满足 欧 拉 定 理 . 

EE 区 
te 一 ( 工 1 po, 
(3) 由 于 (党 ”=( 子 ) "=# eu (>0), 


故 函 数 “为 零 次 齐 次 函数 . 又 因 


* 为 了 书写 的 简便 ,在 这 里 我 们 仅 限于 讨论 三 个 变量 的 情形 . 


23 


9 1 2-! 
2 人) - 兴 


dr y XZ 

du __ 衬 In 玛 1 TT_y 1 i 

半 =(e") ,一 (于 请 [二 mm > 二 = 六 (mm 到 1)， 
du_ /x 折 工 y yu 并 

3 一 ( 王 ) 人 将 ) 2 ln ，? 

有 Gu II (In no0.。 
故 得 Trtyay tz 元 Tzty z (In 了 1) 和 ln y 0。z 
即 函 数 x 满足 欧 拉 定理 . 

【3232】 证 明 : 若 可 微 函 数 x= f(x,y,z) 满 足 方程 
au gu au 
3 十 》 了 3 十 = 了 nu, 


则 它 为 4 次 齐 次 函数 . 
证 明 思路 ”任意 固定 区 域 中 一 点 Cxo ,yo szo)， 今 FCD 一 在 earee see 7 ,应 用 复合 函数 求 导 法 则 及 题 设 


条 件 可 得 下 (站 一 0. 由 此 可 知 :F(1) 一 c (1>0). 邻 1 二 1, 即 得 c 二 f(zxo ,yo ,zo). 于 是 ,f(txo ,tyo ,tzo) 二 2 。， 
f(xo ?3 yo ,zo). 命题 获 证 . 
证 任意 固定 区 域 中 一 点 (Czo 9 yo ,z0) ,考察 下 面 t 的 薄 数 (1 汪 0): 
EAC :1 sz0) ， 
它 当 :>0 时 有 定义 且 是 可 微 的 . 应 用 复合 函数 的 求 导 法 则 ,对 上 求 导数 即 得 


F’ (D= 启 {zof (txo ?yo ,tzo) 十 yo 大 (txo styo ,tzo0) 二 zof (txo styo stzo) }— mr fltro styo ,tzo ) 


= {Ezof stxo styo stro) ttyo f Ctxostyo tzo) ttzof sixostyo tzo) —nf (tro ,tyo ,tzo0)}, 
由 于 tzo “(tzxo styo stzo) ttyo f tro styo tzo) tzof s tro ,tyo ,tzo)—=nf tro ,tyo ,tzo), 
故 F(t)=0. 
从 而 , 当 1 汪 0 时 ,F(z)==c, 其 中 c 为 常数 .现在 确定 c. 为 此 ,在 定义 F(z) 的 等 式 中 令 i 二 1, 则 得 
c= f(xo ,Yo ,zo). 


于 是 ， FD)= A "8? f(z ,yo s 20), 


即 fixo0 tyo stro0) = fro , Yo, Zo). 
上 式 说 明 函 数 f(z,y,z) 为 一 个 nn 次 的 齐 次 函数 ,这 就 是 所 要 证 明 的 . 

〖32333〗 证 明 : 若 f(x,y,z) 是 可 微 的 次 齐 次 函数 , 则 其 偏 导数 f :Cryy,z), Cryy,2), fs(z,y,2) 
是 (n 一 1) 次 的 齐 次 函数 . 

证 明 思 路 由 等 式 f(tz,tyytz) 二 "(x,y,z) 两 端 分 别 对 区 yz 求 偏 导数 即 获 证 . 

证 由 等 式 f(tz,ty,tz)= 二 让 f(x,y,z) 两 端 分 别 对 zx,y,z 求 偏 导数 , 则 得 

£f 1 (trtyste) = xy) tf orsty te) = ory ye) tf strty te) = (x,y 2). 
其 中 iGo )， 2CG*，。，)，f3C，,。，，*) 分 别 代表 f(，,，,，) 对 第 一 个 ,第 二 个 ,第 三 个 变量 
的 偏 导数 . 于是， 

ftxsty tz) = fr ye), fo(trstystz) = fa (rs yz), ftrstystz) = f(x,y 2), 

即 偏 导 数 F (zyz)， 丰 (zyyz) 及 了 (zyz) 均 为 (2 一 1) 次 的 齐 次 函数 . 

【3234〗 设 “= F(Cz,y,z) 是 二 阶 可 微 的 ?次 齐 次 函数 . 证明 : 


(= z+y 亢 +z* 充 3 ) u=n(n— 1)u. 
证 明 思 路 利用 3233 题 的 结果 ,并 应 用 关于 齐 次 函数 的 欧 拉 定 理 , 即 得 
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(z 卫 +y 芝 ++z 和)2=(n—1)a， (D 
x 


az Yay “az/3 3 
aa ayan ， au 

(x2 +y 吉 +z 训 ) 半 一 (7 D3y’ (2) 
aa 9, 9 ， ，az 

CER ED Ei D3 (3) 


以 上 (1)、(2)、(3) 各 式 的 两 端 分 别 依 次 乘 以 zy\z, 然 后 相 加 ,命题 即 可 获 证 . 


证 由 3233 题 知 ; 革 , 季 及 红 均 为 "一 1) 次 齐 次 函数 . 应 用 欧 拉 定理 , 即 得 
(z 殉 +y 苑 +z 天 ) 尖 一 (一 D 光 ， (CD 
(z 区 +y 区 +z 去 ) 尖 一 oo 一 D 尖 ， (2) 
(z 于 + 元 + 天 ) 有 天 一 (一 D 光 . (3) 


将 (1) 式 两 端 乘 以 z,(2) 式 两 端 乘 以 y,《3) 式 两 端 乘 以 ,然后 相 加 , 即 得 
9 9 9 \? au au du 
(= 去 +y> 坟 += 区 ) uD (zy 人) -n(n Du, 
这 就 是 所 要 证 明 的 等 式 ， 
求 下 列 函 数 的 一 阶 和 二 阶 微分 (z,y,= 为 自 变 量 ): 
【323S$】〗 一 zy"， 
解 dv 一 zy 1(zaydz 十 zzdy)， 
du 一 ia(1 一 1)z ydr’+2mnzr™ 1 dxrdyt+n(n—1)zr"y" :dy 
一 2 2[za( 一 1)y2dz2z 十 2zzzzzydzdy 十 2(2 一 1)zzdy2]. 


【3236】 x 一 三 . 
> 
解 du— ME 
2 — — — 
du = (Cdzdy 0 yd ydz zdy)dy. 


【3237】〗 xx 一 vv 十 到. 


dz 十 ydy 
解 ”du 一 一 二 一 > ， 
1 2 2 2 一 2 
di 一 从 ze 二 202 十 (zdz 十 ydy)dl )= 坚 十 dy 一 Cdz 十 ?dy (ydz zdy) . 
ST ty Tty’ Vety (rty)r (rty)? 
【3238】〗 一 In Vr+y. 
_ xzdz 十 ydy 
解 du Ty 
de d(xzdzr+ydy) 2(xdzx+i+ydy)*_dzx’+dy 2(zxdzt+ ydy)’ 
u zy (z+ yy) zty (zi yy 
_ (yx)(dr:—dy)— 4zydzdy 
Ei )? 
【3239】 一 e” . 


解 du 一 e? (ydz 十 zdy)， 

du —es [Cydz+zdy)’+2drdy]=e® [ydr’+2(1+zy) dzdy+ zdy’]. 
【3240】〗 一 zy 十 yz 十 zz. 
解 dz 一 (> 十 z)dz 十 (zx 十 z)dy 十 (zz 十 y)dz， 时 zx 一 2(dzdy 十 dydz 十 dzdz)， 


2 二 yy 
2 ty de—2z(zdztydy) 
= 一 二 ydy) 二 -dz 
解 尼 一 一 [到 十 7j(rdz 二 ?dy) 5 ye 


一 Er {( 妇 十 冯 )2[2(Czdz 十 ydy)dz 一 2(zdz 十 ydy)dz 一 2z(dzz 十 dy )] 


一 4z2 十 风 )(Czdz 十 ydy)L(z 十 办)dz 一 2z(zdz 十 ydy)]》 


-ry {2z[ (3xi —y dr + 8rydzdyt By — zx dy] 4 ty Crdzt ydy) dz). 


〖3242】 设 f(x,y,z) 一 /地 , 求 dF(1,1,1) 及 df(1,1,1). 


解 题 思路 ”本 题 宜 利 用 3211 题 的 结果 , 先 求 出 f(z,1,1)、f (ly 1) 及 (1,1,z) 后 ,得 到 
fIDAC1 DR fF‘(1,1,1). 
再 次 ,利用 同样 的 思路 ,由 CTD Cl yD Allz)， Fly 1 Filz) 及 三 (1,1,z)， 
可 求 得 CDA SC Df Df 1) fl,11)R fl1,1,1). 
最 后 ,利用 一 阶 微分 及 二 阶 微分 的 定义 即 可 得 
df(1,1,1) 一 dz 一 dy， df(1,1,1)=2(dy—dz)(dy+t+dz). 
解 ”本 题 将 采用 分 别 先 求 一 阶 及 二 阶 偏 导数 ,然后 再 合成 以 求 一 阶 及 二 阶 微分 的 方法 . 由 于 


(zy1,1)= 一 1， 和 (1,1,1) 一 1， 10 一 六 (1,1,1) 一 一 1， f‘(1,1,z)=0, 


fi(1,1,1)=0, 


又 因 f(x,1,1)=1, f(x,1,1)=0, f%(1,1,1)=0, 
f(y,D)=1, fo yD=— ,f/f%(,1,D=—1, 
了 了 
1 EL 1 Ed 
fill, ,1,2) 二 一 ， f=(l,1,2) = f=(1,1,1)=— 
二 EL 四 2 EL 
大 (1,y,1)=— ?9 fw (ll,y;,1)==—， fw (l,l1,1)=2, 
ba > 
用 1 EL 1 EA 四 
f (11,z 一 一 过， Jo (1,1,z) 一 到， f%(1,1,1)=1, 
f ‘(1,1,z)=0, f4(1,1,z)=0, f%(1,1,1)=0, 


故 得 df(1,1,1)=f% ,1, Ddr tf’, 1,1Ddy 十 Fl1,11)dz t+2f’, (1,1,1)drdy 
+2f% (1,1,1)dydz+2f% (1,1,1)drdz 
=2dy: 一 2dzdy 十 2dydz 一 2dzdz 一 2(dy 一 qz)(dy 十 dz). 
【32433 证 明 : 若 “一 VTi 十 六 十 2 , 则 du 之 0. 


证 明 思路 ”由 微分 的 运算 法 则 , 易 得 du 一 YY so ， 及 


dru 一 二 [Czdy 一 ydz)? + Cydz—zdy)’ + (zdr— zxdz)’], 


并 注意 zx>0( 在 原点 处 du 不 存在 ). 
Zdz 十 ydy 十 zdz 


证 ”dz 一 
dx 一 雯 [uCdz 十 dj 十 42) 一 (zdz 十 ydy 二 xda d 四 一 方 [Czdy 一 ydz)? + (ydz— zdy)’ + (zdz— xdz)?]. 


由 于 x>0( 在 原点 处 dx 不 存在 ) , 故 旦 x 之 0. 
【3244】 假定 z,y 的 绝对 值 很 小 ,对 下 列 各 式 推出 近似 公式 ， 
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(1) (1 十 z)” (1 十 ?3 (2) ln(1 十 z)。ln(1 十 y); (3) arctan Z 十 ? 。 
IT 十 zy 


解 题 思 路 (1) 令 F(z, 轨 一 (1 十 z)m(1 十 y)"， 并 利用 近似 等 式 
fr yO00)+ £0,0) z+ f (0,0)y. 
(2) 令 FCzyy) 一 In(1 十 z)。ln(1 十 y)， 并 利用 近似 等 式 
f(z yA) TAO 0) z+ C00 y+ C00) +2 C00) zyt fC0,0) 1 
(3) 信 (1) 的 解法 . 
解 (1) 设 f(z,y)= 二 (十 xz)"(1 十 y)", 则 
fiir 0)=m(li+zr)”" !, fi(0,0)=m, fC0,%)=n(l+y)"!, 大 (0,0)=n. 
于 是 ， frsyAO00)+f 0,0 z+ ff (0,0)y=1+mzt+ny, 
即 有 近似 公式 (1 十 zx)”(1 十 y)" 守 1 十 mz 十 ny. 
(2) 设 FCz,y) 王 In(1 十 z)。ln(1 十 y)，, 则 
f(x,0)=0, f‘(0,0)=0, f‘,(0,y)=0, f,(0,0)=0, 
f(z.0)=0, f%(0,0)=0, f%,(0,y)=0, f%,(0,0)=0, 


7 ” 一 1 n 一 
fC0,y)=In(l+y), f;,(0,y) i+y’ fw»(0,0)=1. 


于 是 ， fz WFO) + C0,0) r+ fC0,0) y+ C00 +2 C00 ryt fs C0,0)y J]=zy, 


即 有 近似 公式 ln(1 十 z)。ln(1 十 y)<zzy 
本 题 如 不 用 求 偏 导数 的 方法 ,也 可 直接 获 解 : 
ln(l+z) + In(l+y)=[zxt+olz)] [ytol(y) J ry. 


(3) 设 f(x, =aretan 吾 沁 , 则 


- 1 有 一 有 1 Ei 一 
fz,0) TF2" fC00-1, fs(0,W -TF fs(0,0)=l. 


于 是 ， zyy)s Fo0,0) 十 F 0,0)zr+f ,0,0)y=x+y, 
Z 十 y》 
即 有 近似 公式 arctan TFs ~* ty 
【3245】 用 微分 来 代替 函数 的 增 量 , 近 似 地 计算 : 
2 
(1) 1.002X2.003? X 3.004, (2) 5; (3) VI ODT 977; 
V0.98 w1.053 
(4) sin29"tan46"; (5) 0.971%. 


解 (1) 设 flr,y,z) 一 (十 Zz)"(1 十 y)" (1 十 z)', 则 当 |zx| ,|y|,1z| 其 小 时 ,有 近似 公式 (参阅 3244(1)) 
flrsy 2) 1+mzr+ nyt lz. 


利用 上 式 即 得 
2 3 
1.002X2.0032X3.0043 一 (1 十 0.002) 。22 (1+2 和 52 ) 33 (+ 人 32 ) 
1 .2: + 3 (1+0.002+2 于 90 十 3 4)—108. 972; 


1.03? 


一 
V0.98 V1.05 


Az1 十 2X0.03 十 (-- 计 )(~0.02) 二 (一 闻 ) 0. 05x<1. 054; 


(2) 一 (1 十 0.03):(1 一 0.02)- 寺 (1 十 0.05)- 寺 


(3) VIo TI 9875 一 (1.97) 和 [1+ (103) ] = (1 二 203) [+ (393) | 
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?和 [+ )+ 二 (1 ) |~2. 958; 


(4) 设 f(z,y) 二 sinrtany; 则 有 近似 公式 
sinxo 
cosz yo 


f(x,y) sinzotanyo 十 coszotanyo(z 一 .zo) 十 《7 一 )， 


在 本 题 中 , 令 Xo 区 9 Yo 


6 全 ， 工 Xo 180° > 加 一 185，, 即 得 


sin 工 
6 


,ono or XA Lg nx x n 
sin29 tan46 入 sin 6 tan 4 十 cos 6 tan 4 ( 55)+ - 


~ (18)~0. 502; 
COS 下 


(5) 设 f(x,y) 二 x ,由 于 


一 0， 


1 y=1 


于 是 ,zsz. 所 以 ,我 们 有 0. 97 0. 97. 

【3246】 设 玫 形 的 边 x 二 6m 和 y= 二 8m, 若 第 一 个 边 增 加 2mm, 而 第 二 个 边 减 少 5mm, 问 矩形 的 对 角 线 
和 面积 变化 多 少 ? 

解 面积 4 一 zy, 对 角 线 /二 Vx 十 .于 是 ， 


A4A4、ydz 十 zdy， AL 


7 _d 了 _d 
f (l,lD)= fr:1) 一 1， fy(1,1) dy fl») 


xdxz 十 ydy 
以 zx 一 6000，y 一 8000, dz 一 2，dy 一 一 5 代入 上 述 二 式 , 即 得 
6000。2 十 8000( 一 5) 、 


AA==*8000。2 十 6000( 一 5) 一 一 14000mm2 一 一 140cm2 ， AL=- > 一 2.8mm， 
V6000° 十 8000: 


即 对 角 线 减少 约 3mm ,面积 减少 约 140cm: , 
【3247】 扁 形 的 中 心 角 a 二 60" 增 加 Aa 二 1°. 为 了 使 扇形 的 面积 仍然 不 变 , 则 应 当 把 扇形 的 半径 R= 
20cm 减少 若干 ? 


解 “ 启 形 的 面积 4 一 并 Reu. 于 是 ， AA~dA 一 RadR 十 方 R*da. 


i = x 1 20z Xa 
按 题 设 , 应 有 AA 二 0, 即 20 dR+ 3 20 Tgo~0- 
解 之 ,得 dR~ 一 证 cm~ 一 1. 7mm, 


即 应 当 使 半径 减少 约 1. 7mm. 
【3248】 证 明 : 乘 积 的 相对 误差 近似 地 等 于 乘 数 的 相对 误差 之 和 . 


证 设 x 一 zy 则 du=zdy 二 ydz, 从 而 ， 业 = 下 十 虹 . 


u Zz 了 
取 绝 对 值 ,得 


上 式 各 项 均 表示 该 量 的 相对 误差 ,本 题 获 证 . 
【3249】 当 测 量 圆柱 的 底 半 径 R 和 高 瓦 时 得 到 以 下 结果 ， 
及 一 2.5m 士 0.1m; 互生 4.0m 士 0.2m， 
则 计算 出 圆柱 的 体积 会 有 怎样 的 绝对 误差 A 和 相对 误差 8? 
解 ” 体积 V=xR? H. 于 是 ， AVasdV=2xRHdR+ xR’dH. 
以 R==2.5, 昌 ==4.0, dR 二 0.1, d 了 二 0.2 代 人 上 式 , 即 得 


du 
u 


<| 和 | || 
T > 


AVxs10.2m， 6V= (Ys%. 


[3250〗 三 角形 的 边 4 二 200m 士 2m, 6 二 300m 士 5m, 它 们 之 间 的 角 C=60° 土 1 , 则 所 计算 出 三 角形 的 
第 三 边 c 会 有 怎样 的 绝对 误差 ? 
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解 ” 按 余弦 定律 ,有 cz 一 4 十 久 一 2apcosC， 


微分 之 , 即 得 cdc 一 ada 十 pdb 一 pcosCda 一 acosCdp 十 apsinCdC. 
以 a=200, 6=300, c= W306 十 3002 一 2 。200。300cos60* ,C= 吝 ， da=2, db=5, dC=—135 代入 上 式 ， 
即 得 dcsz7. 6m 


故 第 三 边 c 之 绝对 误差 约 为 7. 6m. 
【3251】 证 明 : 在 点 (0,0) 连 续 的 函数 fz,y) 一 Vizy[ 在 点 (0,0) 有 两 个 偏 导 数 F (0,0) 和 了 (0,0)， 
但 在 点 (0,0) 并 非 可 微 的 . 
说 明 导 数 f(x,y) 和 f(x,y) 在 点 (0,0) 的 邻 域 中 的 性 质 . 
证 明 思 路 ”只 要 证 明 在 点 (0,0) ,表达 式 
fxsy)— £0,0)— fC0,0)zx—f,(0,0)y 
不 能 表 成 o(p) ,其 中 p 一 VTD 十 让. 易 知 f (xs,y) 及 (zsy) 在 点 (0,0) 的 任何 邻 域 中 无 界 且 有 无 意义 之 点 . 


,sd oy po 0d _ 
解 /460,0) 一 二 [f(z,0)]| ,=0，f5(0,0 一 而 [100,71|, ,0 


. flrsy)—f60,0)— fi(0,0)z— fs(0,0)y 1, Vizyl 
1 1 ， 
考察 极限 A 6 to /ET 
当 动 点 (z,») 沿 直线 y=kz 趋 于 点 (0,0) 时 ,显然 对 不 同 的 有 不 同 的 极限 值 天天 | _. 因此, 上述 极 限 不 存 
V1ltk 
在 , 即 在 点 (0,0)， flrsy)—f(0,0)—f (0,0)zx—f (0,0)y 
不 能 表 成 o(p) ,其 中 po 一 VT 十 , 故 知 Vizy| 在 点 (0,0) 不 可 微分 . 
2 工 天 0， 
不 难得 到 17 0， 了 十 0， 


无 意义 ， 一 0， 7 天 0. 
因此 ,f(x,y) 在 点 (0,0) 的 任何 邻 域 中 均 有 无 意义 之 点 及 无 界 ,f (zyy) 的 性 质 类 似 . 


Ty 2 2 
【3252】 证 明 : 函 数 rw VT 
0， 2 十 内 一 0 

在 点 (0,0) 的 邻 域 中 连续 且 有 有 界 的 偏 导数 (x,y) 和 f(x,y), 但 此 函数 在 点 (0,0) 不 可 微 . 

证 阴 思 路 ” 先 证 函数 f(x,y) 在 点 (0,0) 的 邻 域 中 连续 . 由 不 等 式 

2 Ty: TI 十 
Wa Es ee 

易 知 limf(x,y) 二 0 二 (0,0). 又 f(z,y) 在 工 十 y 关 0 的 点 显然 连续 , 故 f(x,y) 在 点 (0,0) 的 邻 域 中 连续 . 


0 


其 次 ,证 明 f(x,y) 及 /，《z,y) 有 界 . 为 此 ,只 要 注意 


3 
， -一 二 一 一 ， z22 十 只 天 0， 
f(xy)=4 (rt y )? 
0， zx: 二 y=0., 


又 当 z2 十 部 天 0 时 ,有 fi WIE =1, 
(y:)z 
即 知 f(z,y) 在 点 (0,0) 的 邻 域内 有 界 . f(z,y) 的 有 界 性 可 类 似 地 证 明 . 
最 后 ,证 明 函 数 f(x,y) 在 点 (0,0) 不 可 微 , 仿 3251 题 的 证 法 . 
证 函数 f(x,y) 在 zx: 十 y 关 0 的 点 显然 是 连续 的 . 由 不 等 式 
x+y Tx 二 yy 


< J 沁 一 
vvVTFT 2 


Ty 
2 


/ons 
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知 limf(x,y)=0=/(0,0), 


y0 
故 f(x,y) 在 点 (0,0) 的 邻 域 中 连续 . 
2， Xz! 十 y 闫 0， 
fz,y) = r+y 
0， Z2 十 认 一 0. 
3 
当当 十 Y 关 0 时 ,由 于 fiz wl<- b=1, 
(y:)¥ 


故 f(z,y) 在 点 (0,0) 的 邻 域内 有 界 . 同 法 可 以 证 明 fC《x,y) 在 点 (0,0) 的 邻 域 内 有 界 . 
由 于 fC0,0)= 二 4,(0,0)= 二 0, 且 极限 


or+0 pe to rT 十 y 


是 不 存在 的 ,因此 可 知 函 数 f(z,y) 在 点 (0,0) 不 可 微 . 
2 2 、， 1 
[3253】 证 明 ; 函 数 ep- 十 y )sin 74 22 十 风 天 0， 
0， 2 十 并 一 0 
在 点 (0,0) 的 邻 域 中 有 偏 导数 f(z,y) 和 f(x,y) ,这些 偏 导数 在 点 (0,0) 是 不 连续 的 , 且 在 此 点 的 任何 邻 
域 中 是 无 界 的 ;然而 ,此 项 数 在 点 (0,0) 可 微 . 
证 明 思路 ” 先 证 f(x,y) 及 f(z,y) 存 在 ,事实 上 ,有 


. 1 2 1 
Pa 2 FH 和 cos 4, Zz! 十 YY 闫 0， 
0， Zz 十 二 
flxr,0)— f(0,0) 


人 


(其 中 六 (0,0) 一 lim 一 limzsin 三 一 0) ,好 和 (zsy) 存 在 . 
II-0 工人 


类 似 地 ,可 知 (zy) 存 在 ， 


其 次 ,证 明 f(z,y) 及 f(x,y) 在 点 (0,0) 不 连续 , 且 在 此 点 的 任何 邻 域 中 无 界 . 只 对 f(x,y) 证 明 . 


sin27zx 一 2 V2nn cos2nx—=—2 V2nr 一 一 co (n>oo0), 


, 1 2 
/A ) 
于 是 ,f(xsy) 在 点 (0,0) 的 任何 邻 域内 无 界 , 由 此 又 知 f(x,y) 在 点 (0,0) 不 连续 . 至 于 对 f(x,y) 可 仿 
(x,y) 的 证 法 . 
最 后 ,证 明 函 数 f(x,y) 在 点 (0,0) 可 微 . 
证 当 民 十 Y 关 0 时 ,f(x,y) 及 f(z,y) 均 存在 , 且 
f(z 27sin HF 7 es ty 


/ -om _ 1 27 wl . 
了 (Czyy) 2ysin 丈 十 闻 a os ZH 


又 因 f 4(0,0)=lim 


I™*0 


f(z,0)~— f(0,0) 
工 


一 limzsin =0 ， 
-0 工 

/ 1 0, — fF(0,0) 

fC(0,0) im 
故 知 在 点 (0,0) 的 邻 域内 有 偏 导 数 f(x,y) 及 f(z,y). 


考虑 在 点 (一 一 ,0) 的 偏 导数 F(zyy)， 
2mr 


， . 1 
一 limysin 一 一 0， 
a 本 


V2nn 

, 1 2 . 

工 :0 = 二 一 一 2r 一 2 V2 27zr 一 一 2 V2 > 一 CO (n>oo0), 
f ( Bi ) 二 Sin2r V2nn cos2nn V2nn n 


因此 ,f(z,y) 在 点 (0,0) 的 任何 邻 域内 无 界 , 由 此 又 知 f(x,y) 在 点 (0,0) 不 连续 . 同 法 可 证 / ， (x,y) 在 


30 


C0,0) 的 任何 邻 域 中 也 无 界 , 从 而 ,f(x,y) 在 点 (0,0) 也 不 连续 . 
最 后 ,我们 证 明 f(x,y) 在 点 (0,0) 可 微 .事实 上 F (0,0)= 广 (0,0) 一 0, 且 
Lim 帮工 妨 一 AKC0,0) 一 zz(0,0) 一 ?7 (00) ln /FT sin sl 一 0， 
oO Pe 6 一 0 Tty 
故 得 flz,y)=f(0,0)+zf (0,0)+yf ,0,0)+olp), 
即 函 数 f(z,y) 在 点 (0,0) 可 微 . 
【3254】 证 明 : 在 某 凸 形 的 区 域 正 内 有 有 界 偏 导 数 / (zy) 和 (zy) 的 函数 f(x,y) 在 此 区 域 玉 内 
一 致 连续 . 
证 由 于 f(z,y) 及 f(x,y) 在 EE 内 有 界 , 故 存在 L>>0, 使 当 (x,y)EE 时 , 恒 有 


1f (zs 于， 


及 1f szwy)1< 玉 . 


在 E 内 任 取 两 点 Pi (zl ,Y1) 及 P, (zz 3y2 ). 

(1) 如 果 以 | P, P, | 为 直径 的 圆 
(包括 圆周 在 内 ) 都 属于 玉 (图 6. 25), 则 点 P: (zl ,za) 及 线段 PP: 、.P:P, 都 在 王 
内 . 于 是 ， 


|.FGz 一 Crzs yz)| 
If Cry) frisy) +t | ze) 一 Fozayya)| 
=|f Cz) Iya ylt|f (ny)) * Iz ~zl|, 
其 中 < 介 于 yi1,y2 之 间 ,7 介 于 <iyzaz 之 间 . 由 偏 导数 的 有 界 性 , 即 得 


fms) 一 fzz yo)| 入 二 | 六 一 1 十 王 二 一 | 


< 所 (zx1—Zzx2) 二 (yO— yy) 二 过 《1 一 Z2)2 十 (一 和 2 六 =L V(x — zs) :+T (Cy ，y2)? 9 


或 ”|1JCPD) 一 FP:)1 委 工 | PP: |. 

(2) 如 图 6. 26 所 示 , Pi1 Ek，Ps EE, 但 点 (zi ;yz) 和 (zz ,yi) 都 不 一 定 属于 EE. 由 于 Pi 和 Pi 均 为 玉 的 
内 点 , 故 存在 尺 >0 ,使 得 分 别 以 P,P; 为 圆心 ,R 为 半径 的 圆 ( 包 括 圆周 在 内 ) 都 在 内. 作 两 圆 的 外 公 切 
线 QQ 及 QQ;, 则 由 切 点 均 在 EE 内 知 ,矩形 QiQsQ:Q: 整个 落 在 EE 内 . 


图 6. 26 
不 难看 出 ,在 直线 段 PiP: 上 可 取 足 够 多 的 分 点 :Pi 一 Mo NM ,Mi,*…,M,=P; ,使 
[M1M|<2R (k=1,2,.…,n), 
则 以 1Mi-1Mi | 为 直径 的 圆 全 落 在 矩形 内 ,从 而 也 在 EE 内 .于 是 ， 


[|f(P1)—f(P2.)|< p> 1.FCOWM 一 FM 1) | S) LIMM,1|=L >， | MeM4 :| 一 工 | PP， | . 
这 就 证 明了 对 EE 中 任意 两 点 ,函数 F(P) 满 足利 普 希 茨 条 件 . 
对 于 任 给 的 e>0, 取 8 一元, 则 当 P1 EE, PEE, 且 |PiP:|<6 时 ,就 恒 有 
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1f(P)—f(P) IESLIPP,|<L6=e 

即 函 数 fx,y) 在 EE 中 一 致 连续 . 

注 用 9EE 表 区 域 巨 的 边界 ,FE 表 巨 加 上 3E 所 成 的 闭 区 域 .在 本 题 的 假定 下 ,还 可 证 明 F(z,y) 可 开拓 
为 忆 上 的 一 臻 连续 函数 . 事实 上 ,对 9 上 任 一 点 Po ,由 柯 西 收敛 准则 知 , 当 点 也 从 巨 内 趋 于 Po 时 ,f(P) 的 
极限 A 存在 (根据 f/(P) 在 玉 有 一 致 连续 性 易 知 它 满足 柯 西 收 合 准 则 ). 我 们 规定 f(Po)=A. 于 是 ,f(P) 在 
整个 下 上 有 定义 . 在 不 等 式 

[fC(P)—f(P)|SLIPP| (P,P EE) 
两 端 让 Pl 一 Po (PoE€9E) 取 极限 ,得 
|f(Po)—f(P) IESLIPoPs| (PEQGE, P, ER), 
再 让 Pa->Po《PoE9E) 取 极限 ,得 
|f (Po)—fP)IELIP Po! (P, Eo9E, Po EIE). 

由 此 可 知 ,j(P) 在 天 上 满足 利 普 希 蒋 条 件 , 从 而 ,F(P) 在 巨 上 一 致 连续 ， 

【3255】 证 明 : 若 函数 f(x,y) 对 变量 x 是 连续 的 (对 每 一 个 固定 的 值 y) 且 有 对 变量 y 的 有 界 的 导数 
f(x,y), 则 此 函数 对 变量 xz 和 y 的 总 体 是 连续 的 . 

提示 利用 3206 题 的 结果 . 

证 设 Po(zro,y) 是 所 论 的 开 域 互 中 任 一 点 . 取 以 Po 为 中 心 的 一 个 充分 小 的 开 球 Go ,使 Go 完全 含 于 
下 内 , 设 在 Ge 内 ,有 |/(zy)| 委 世 .于 是 , 当 (z,y), (zy) 属 于 Go 时 ,有 

[firsy OO— for y= fm) |y yl<L|y—y|, 

其 中 & 为 介 于 y ,y 之 间 的 一 个 数 , 故 f(x,y) 在 G。 中 满足 利 普 希 芯 条 件 . 因此 ,根据 3206 题 的 结果 知 
f(z,y) 在 G。 中 连续 ,特别 是 在 Po 点 连续 .由 Po 点 的 任意 性 , 即 知 f(x,y) 在 内 连续 ,证 毕 . 

注 ”从 证 明 过 程 中 很 明显 ,本 题 只 要 假定 f,(x,y) 在 玉 中 每 一 点 的 菜 邻 域 中 有 界 即 可 . 


在 下 列 问 题 中 求 所 列 偏 导数 : 


du du din 若 
az4 ”azsgay” axz23y2 
u=X—y 二 zx 二 27ryt yy 十 ZT 一 372y 一 十 Xx 一 4x:y 十 y. 


【3256】 


解 ?ex 一 2 二 6z 一 6y 十 12z2 一 8 2 一 6 十 24 
3 工 一 6y I y， 5 工 ， 
dn __ 34 du _ 

于 是 ， 了 :一 24， 5 一 0， driay 16. 


3 
[3257】 -2 2 _ , 若 v 一 zln(zy)， 
dz 9y 


au ou_l1 
解 3z™— n(x +1, i 
du 
于 是 ， azzgy 
【32S8】 了， 车 wu 二 zz? siny 十 ysinx. 
3 
解 2 
. 3ny 二 
于 是 ， J Ia oy 二 6sin(y 十 六 ) 6cosz 一 一 6(cosy 十 cosz). 
Fu 一 T+ yz ry 
[3259] 于 了， 若 uw 二 arctan ye yz 


提示 注意 zx 一 arctanz 十 arctany 十 atctanz 十 er (e 二 0, 或 土 1). 
解 ”注意 到 二 arctanx 十 arctany 十 arctanz 十 ex (e 二 0, 土 1)， 


du 
即 得 Izayaz 0 


汪 3 2 


= ew, 
【3260】 Fx9y i 车 w==€ 
a9u_ Tyz ou 一 Tyz 2 xyz 
解 Je， F795 ze 十 Kyz? e™. 
Ou 


于 是 ， 5 3 光 十 ZXyze™” 二 2xyze™ +zx yz za 一 ex (1+3xryz zx: yz’ 


1 
【3261】 一 一 一 , 若 "一 。 
7 (rz—O (y—D! 
解 设 r= V(x 一 :十 (y 一 7D’;, 则 w= 一 lnr. 
9u__ 1 9r__zé Fu _ 2x YD 
az r gx 72 ” azay 天 ” 
du _ 2O—D Br—E (y—n) 
ax9y9é rt 1 “ 
ou _2 8 DD 8x 48x—O yD 6 48 0 OO- 
于 是 ， 9x9y9897 天 7 7 十 rs ri 十 rs 


grton 
〖【3262】 353y， 若 x 一 (z 一 zo)2(3y 一 y)3. 


8 了 Orten 
解 = 一 Pp1(y 一 yo)". 于 是 ， azay Pla! (p,q 均 为 正 整 数 ). 


mn 
[3263】 ,车 ut 
dzrDy 


工 一 多 
提示 注意 w 一 1 十 一 ,一 (一 1)mm! [22 ,并 利用 求 高 阶 导数 的 菜 布 尼 革 公式. 
37” az (zx—y) 
解 ce Drml Sar 利用 求 高 阶 导数 的 莱 布 尼 欧 公式 , 即 得 
Cd” 


Dn. 1 Ian.a [| 1 
3ay 1) 2(mbD {73 | 二 HG ay (y) 9 | Cn 


一 2( Dorm! “mtn)y nmt 1) mt 2). te 


(zx yi" (zx— y 


)mTm 
2( 一 1)”(7 十 2 一 1 ) Cnzt my) 
(Z 十 y)m 1 


gm 


【3264】 57 


二 ,车 2 一 (zz 十 只 )e >. 


提示 注意 zx 一 三 十 zx ,其 中 四 一 12erer ,wz 一 y ee’, 仿 3263 题 的 解法 . 


解 zx 一 (z2 十 影 )err yy 一 2erez 十 办 ee 一 十 好， 


村 经 一 eryzer ,利用 求 高 阶 导数 的 莱 布 尼 艾 公 


式 , 即 得 

gt 9 /gus\ zy 

ax"oy jy ( az )= je ye 

nl1 
-=e (y 地 了 Ke 十 CGI ES )3 (©) tC 2s wy 7 (ee )) 
=ety {yt+2nytnn—1)}. 
mtn 
同 法 可 求 得 9 Ll rty {TT2mzrti+m(m—1)}. 
9x” OYy 

于 是 ， amt+tna gm+nall Gr"t ny 


ertyf 2 2 一 — 
3a I ay | Joy et [Zz 十 站 十 2mz 十 2ny 十 mm 一 1) 十 n(n 一 1)]. 


[32653* 0 车 一 ezT+Ty+z 
axzp3ayeazr” YY ” 


drtatrye artatr zy ar _ D? y 9 > 
解 raya deoy oar Te ?exe ) 一 9 (ze ) 5 (ye”) Je xe ) 
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=e (x 二 p) :elyt+g) * ee (zr)=e rt:(zr+p) (yq) (ztr) 
【3266】 若 F(z,y) 一 ersiny, 求 ft (0,0). 


解 和 


【3267】〗 证 明 : 若 x 一 zyz)， 则 -352 二 F(D), 式 中 :一 x+yz, 并 求 聘 数 FF. 


解 Eyzf" 《zt)， 
于 是 ， 


Cn 一 yzFvCi) zz 十 z 广 (的 
52 一 2 t) xz zf (2). 


3 
re CEM MGI MC MCRAEM 


=£ f+ +f =FO). 

2 设 kx 一 z 人 dz， 
u, dtu a4 _9u_ 

导数 3 ’ gridy’ drigy: ,了 和 3 和 等 于 什么 

解 dtzx 一 24dz 一 2C1dz(Czs )dy 一 2C1 ey ) 十 24dy' = 二 24(dxr' 一 2dx’: dy 一 2dxdy’: 十 dy ). 


da 
由 du= (dx 3ztdy 了) ,得 3 24， 35 12， 3 ay 0， zay 12， ay 24. 
在 下 列 各 题 中 求 所 指出 的 阶 的 全 微分 : 


【3269】 du, 若 u=z? 十 y 一 3Ty(Xx 一 y). 
解 diwu=6(dzx’; 十 dy 一 3dzx? dy 十 3dxdy’). 
【3270】 dw, 若 = sinCzx? 十 yy?). 
解 du 二 2xcos(x? 十 yy)dxr 二 2ycos(zx? 十 y)dy 一 2(x dzr 二 ydy)cos(z? 十 y?) 
du=—4sin(zx: 二 yy )(rdzrt+ydy): 二 2cos(z 二 y) (dr 二 +dy). 
于 是 ， 
du =—8cos(z+y)(rdri+y dy)3 一 8sin(z2 十 到 )(zdz 十 ydy)(Cdzz t+dy’) 
—4sin(zx? 十 y)(xdzr 二 ydy) (dr:+ dy’) 
一 一 8(zdz 十 ydy)scos(z2 十 只 ) 一 12(zdz 十 ydy)(Cdzz dy )sin(z’ 二 yy’). 
【3271】 diov, 若 “一 InCz 十 y). 


解 d 一 坚 二 5， 于 是 ， du 一 一 


【3272】〗 dsx， 若 x 一 coszchy. 


91(dzt dy)’ 
(zy) 


6 
解 dv 一 (dz 起 十 dy 蕊 ) 2 一 一 cosz chydzi 一 6sinz shydzsdy 十 15cosz chy dz‘ dy’ 


十 20sinz shy dz3sd 妇 一 15cosz chy dx:dy‘—6sinz shy dz dy’ 二 coszx chy dy 
一 一 (dzs 一 15dz4dX 十 15dz2d 风 一 dys)coszchy 一 2dzdy(3dz 一 10dzzd 史 十 3dy%)sinz shy. 
【3273】 dx， 若 wx 一 zyz. 
提示 注意 x= 二 dy 二 dz 二 0. 
解 ” 注 意 到 dz 一 dy 一 由 z 二 0, 即 得 
dx 一 由 (zyz) 一 Cidzd (yz)=3dz(C; dydz) = 6dzxdydz. 
【3274】〗 dx， 若 x 一 ln(zryyz=). 
解 ”由 于 一 zinz 十 ylny 十 xlnz, 故 


4 4 4 
diu = (zlnz) ddz' + (yny) dy + (zlnz)® dz! =2 全 
【3275】 dx， 若 一 er+o. 
提示 注意 电 (az 十 by) 一 0. 
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解 ”注意 到 电 (az 十 by) 一 0, 即 得 

dz —d"(e”i»)—=e”iw[d(art+by) =e (a drx+b dy)". 
【3276】 d"u, 若 :一 XCz)YCy). 
提示 ”注意 du 一 >) Ctd"*X(z)dY(y). 


k=0 


解 du 一 》) CidrtXCdY(y) = > CX HY (Cy dr" dy, 


k=0 k=0 


【3277】 dx, 若 “= f(z 十 y 十 2). 
提示 注意 上 (zx 十 y 十 x) 二 0. 
解 注意 到 是 (z 十 > 十 z) 一 0, 即 得 
一 jz 十 y 十 zx)(dz 十 dy 十 dz)”， 
〖【3278】〗 dru, 若 x 一 e+ = 
提示 注意 4 (az 十 py 十 cz) 一 0. 
解 ” 注 意 到 d? (ax 十 by 十 cz) 二 0, 即 得 
du—=e™”t»te (adzx+bdy+t+cdz)". 
【3279】 P(x,y,z) 为 n 次 齐 次 多 项 式 .证 明 : 
d"P, (xz,y,z)=n!P, (dzx,dy,dz). 
证 阴 思 路 ”注意 到 P,(x,y,z) 可 表示 为 形 如 Azty?zr 的 单项 式 之 和 ,其 中 A 为 常数 ,PP.q.r 为 非 负 吉 
数 , 且 pp 十 gq 十 7r 二 nn. 
由 于 微分 运算 对 加 法 及 乘 以 常数 是 线性 的 (可 交换 的 ), 故 只 要 证 明 d"(x?yz") 一 nidzx?dy"dz'，, 命题 即 
证 P,(x,y,z) 可 表示 为 形 如 Az*y"z" 的 单项 式 之 和 ,其 中 A 为 常数 ,p、g、r 为 非 负 整数 , 且 pp 十 g 十 
r=n. 
由 于 微分 运算 对 加 法 及 乘 以 常数 是 线性 的 (可 交换 的 ) ,因此 要 证 dP (zx,y,z) 一 n1P, (dz,dy,dz) ,只 
要 证 明 由 (zsyrzr) 一 aldzedyedzr 即 可 .事实 上 ， 


d" (xryz’)—=Cet dr (zy )d (z")= [Crad? (x?) dr (Cy)d' (2")] 


ET 


n! (p+ qa)! 


pHa “Brat Pla!lr!ldr’dy de ~—nldr’ dy dz”. 


【3280】 设 Au=xz +y 2 求 Au 和 A?u 一 A(Aw), 若 


gr yy 一 工 Ou __ 2zy 


2 2 2 
于 是 ， A A -AT Au 
(2) 4 ou >? 


yy 2 一 
于 是 ， Au 一 5 5 十 去 5 二 六 1， A’:u=A(Au)=0. 
2 2 
[3281】 设 Au= 天 十 知 . 求 Av, 若 


(1) wu=sinzchy; (2) u=ln Vz’++y. 
du . gu. 
解 (1) 32 sinzchy, 3y Sinzxchy. 


于 是 ， Au 二 一 sinchy 十 sinxchy 二 0. 
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9u__ Xx Pu yy 一 Pu_ XY 
(2) ar 十 内” ar Cr 十 Sr 申 对 称 性 知 , yz 


2 2 2 
_Yy zx Ty 
于 是 ， A ry try 
、 _ /ou au dt _du du, gu 
【3282】 设 Ax 一 (经 ) +( 半 ) 十 ( 洒 ) y 人 一 3 十 3 有 十 3 求 A1u 和 Azsu, 若 
1 
(1) w= 十 十 一 3XTYyz; (2) UW 一 一 一 一 一 一 . 
> > Vity tz 


解 (1)Aiu= 二 9[ (x 一 yz)? 十 (y: 一 zx)? 十 (zx 一 xy)?]， Azsu=6(z 二 yy 十 z). 
(2) 令 r= V 严 十 二 丈 , 则 x 一 工 ， 


ae lore au 1iazar lla 
az Par 于)， ze Ft 9z + rr 
由 对 称 性 即 知 
Aiu=< ty te 1 1 
1™ rs rm (rty +z) 
1 +3r 一 工 二 37 工 十 汉 = 
4zxr (一 广 + 注 )+( 一 方 + 滨 )+(-- 却 + 法 )=0 


求 下 列 复合 函数 的 一 阶 和 二 阶 导 数 : 
【3283】〗 uwu= f(r 7 十 z?)。 


.gu 97 2 及 Ou Ou du Ou Ou , gu 

提示 。 先 求 az "gaz 5 "再 利用 对 称 性 ， 印 得 5y， ?az， 天 ,有 ,有 及 3 
解 sp, 党 =2f Crt 二 2) 4r f(z 十 十 2) 

gu 2 2 2 

3 A277 ‘Cz 十 yy 十 z?). 

A 

并 =2yf (x 二 yy 十 z:)， E22f "(r+ +)， 

党 =-: f+ 二) 十 4y (十 六 十 z2)， 

Y=2 大 (好 十 风 十 好 ?十 4z2 f(x! 十 yy 十 x?)， 

Pu =4yzf“ (zx: 十 y 十 z?) Ci =4zxzf (zy +z). 

ayaz > > ” azarz > 


【3284】 一作 =, 二 小 
解 痉 =/ 和 (xz, 了 于 )+ 直 14(z, 主 )， 下 一斑/4(z, 三 )， 


正人 (各 ) 二 3 去 1 于) 


ax’ > 
2 到 7 )+#f%( ,三 )， 
二 174 (于 ) 一 六 7 过) f(r) 


x) 和 1，F2， 太 和， 名 均 系 接 其 下 标的 次 序 分 别 对 第 一 、 第 二 个 中 间 变 量 求 导 数 ,以 下 各 题 均 同 ,不 


再 说 明 ， 
[L3285] > 一 F(Cz,zyyzyz). 
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DZ 


解 Fz fT TY TY HT yf 2 CT TY IY) + yzf sx, ry ry), 


将 f1Czxszy ,Tyz)，f2CTyXy syTyz)，f (Xx,Xzy,Xyz), 简 记 为 11，f2，f 3, 以 后 不 再 说 明 . 于 是 ， 
9 7 7 7 9 7 7 9 ’ 
f+yf + yzfs， zf etrefs, 用 一 zy 和 4， 
gu 


5 一 十 ?7 yzf sy fayf ot yef 3)+ yz f s+ yf sz yzf a). 
由 于 f=f% » 和 人 一 三 和 9 了 2 一 和 3 (以 下 各 题 均 同 ) , 故 


gu 
2 futy fety eft2yf tt2yzf st2y zf 2. 
同 法 可 求 得 
2 
rf +zxzf strzf str fs =r fo tt2r rf hire f 4, 
Ou 
FT fs 
了 D2 
3 7f 二 zzf 1 十 f 2 十 xXyf 和 2 二 zyzf 23 十 zx + zyzf 32 + zyz? f 3 


=xzyf hryz firf tref ht2ryzf tf it+zf s, 


9? 9 
Ff 十 z32 f%2 二 zy zf sa +yf 3 ? Epib 和 二 xz? yzf $3 十 z 太 3. 


a2u 


〖3286】 设 u= f(z 十 y,zxy) ' 求 573y 


9 7 7 
解 光一 /十 ?8 


2 
于 是 ， 法 敬一 /十 zf tyf tyf tf ft fryf tf 


、 92u | Ou | gu 
2 2 二 2、。 _ 
【3287】〗 设 uw= f(z 十 y 十 z,T 十 十 z?), 求 Az 27 1 3 + 327" 


解 给 =f1+2zf1， 
2 
F=f +2rf ht2f trf tar fof tarf tr f+ 
2 2 
由 对 称 性 即 得 =f 和 +4yf 入 +4y 各 +2f4 3 一 /十 4 各 十 4 于 了 各 十 27 
于 是 ， Au 二 3f 和 十 4(z 十 y 十 z) fo 十 4(z 十 十 22)f 和 十 6 了 4. 
求 下 列 复合 晃 数 的 一 阶 和 二 阶 全 微分 (zx,y 及 z 为 自 变 量 ): 
【3288】 一 Fit) ， 其 中 上 一 zx 十 了 
解 du= 了 (Cdzrtdy), du=f"(2) (dzri+dy)’. 
【3289】 =f()，, 其 中 {一 尝 . 
— — 2 — 
解 dz 一 广 :CD 于 > dz du= f°) (x ey dz) 一 27 (时 和 失 y dz) 


【3290】 w=f( Viy ). 
解 du 一 +ydy, du=f” (zx dz+y dy Cy dexdy)” 
Vz ty a (zz 十 吧 ) 生 
【3291】 w= 二 f(z) ， 其 中 :一 zyz。 
解 dx= 太 (DC(yzdz 十 zzdy 十 zydz)， 
dv 一 (DC(yzdz 十 zzdy 十 zydz)2 十 2F (5(zdzdy 十 ydzdz 十 zdydz). 


【3292】 zx 一 Fz: 十 吧 十 z2 ). 
解 dx 王 2F (zxzdz 十 ydy 十 zdz)， 
dx 一 4 。(zdz 十 ydy 十 zdz)2 十 2F (dz 十 dy 十 dz2). 
【3293】 zx 一 (6 7 ， 其 中 6 二 ax, wy 一 by. 
解 du 二 af1dzx 二 bf sdy， dz 一 az flidx’ +2abf dzrdyt+ 0b f Yody’. 
【3294】 zw 二 f(8,D), 其 中 =x 十 y, yg 王 zx 一 y. 
解 dx 一 帮 。(dz 十 dy) 十 Fi。(dz 一 dy)， 
diu=f' * (dri+dy)?+2f1s * (dri:—dy’)+f% * (dr—dy)’. 


【3295】 2 一 了 (777， 其 中 €=xy， 1 一 六 


解 du 二 fi1， (ydzx 十 xdy) 十 了 2 ?dz 一 zdy ， 
dz 一 zdy)? ?dz — zx?dy’ dz 一 zdy)d 
du fh ydrtzdy) tf 274 并 一 工 十 2fdzdy 一 2 Say 


y 
[3296] w= f(x++y,2). 
解 du 二 f1*。 (dz 十 dy) 十 f 2dz， 
diu=f11* (dx+dy)? 二 2f4; * (dz dy) dz f%2 dz’. 
【3297】〗 w= f(z+ytz, ri 二 y +z). 
解 du==f1， (dz 二 dy 十 dz) 十 2f%， (zxdz 十 ydy 十 zdz)， 
旦 zx 一 让 。(dz 十 dy 十 dz)2 十 4 。(dz 十 dy 十 dz)(zdz 十 ydy 十 zdz) 
十 4f%2 ， (zxdz 十 ydy 十 zdz)? 十 2f 2%， (dx’ 十 dy’ 十 dz?). 


【3298】 一 /( 闻 ,之 ). 


解 du=/1 + zdy—ydz, 


之 


2 2 一 
Ed EL EA 1 
dw = 《yd zdy) 了 和 (zdy -ydz) 2f% (ydz zdy) (zdy ydz) 2f’ (ydz zdy) dy 
> 之 yz > 
一 了 
27 (zdy ydz)dz 


之 
【3299】 w= 二 f(x,y,z), 其 中 z==t, yy 一世 ，z 一 忆 . 
解 du= (fi 十 2tf 2 十 3# 3)di， 
diu=(f ht+42 fh fat Adef at ot ft12 fost2f s+6tf sd. 
【3300】 w= f(&,7,9), 其 中 6 二 axr, my 一 by, 5 二 cx. 
解 du 二 af 1dx 十 bf idy 二 cf s dz， 
du=a: fdzr: tb fdy te fdz t+2abf tdrdyt+2acf 13drdz+t 2bcf 23dydz. 
L3301】 2 一 67 ,其 中 fz 十 y， TX 一 y， 和 2zy， 
解 dx 一 2F1，(zdz 十 ydy) 十 2F4。，(zdz 一 ydy) 十 2 和 73。(ydz 十 zdy)， 
dz 一 4j 和 。(zdz 十 ydy)2 十 4 和 。(zdz 一 ydy)2 十 4 大 9。(ydz 十 zdy)2 
十 8 和。 (zidzx’—y dy’)+8f 1 。(zdz 十 ydy)(ydz 十 zdy) 
十 8F 2 。(zdz 一 ydy)(Cydz 十 zdy) 十 2 。(dzz 十 dy2) 十 2 和 3。(dz2 一 da%2) 十 4F dzdy。 
求 dv , 设 : 
3302】〗 w= Faz 十 by 十 cz)， 


解 d= (az 十 py 十 cz<)(Cadz 十 bpdy 十 cdz)”. 
【3303】〗 w= f(ar,by,cz). 
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3 
M9 
é=ar, 1 一 by， 5 一 cz. 


) /Ce 其 中 


9 9 
解 dz 一 (adz 元 十 6dqy 3 十 cdz 


【3304】 w= f(&,wy,2), 其 中 


é€=a1z 二 hy 二 ciz, 1 一 az 十 六 y 十 csz， 5 一 as 并 十 ba y 十 cs zx， 


解 te actady+oda 训 Tedetedytedo 识 todzredyteda 训 | f (EO 


_ aa 3 日 aa aa aa 
-| (a aE to ant™ A) +(e 元 十 名 5 十 名 六 +ax(e 二 十 5 十 | 了 67 中. 


【330S】 设 “= 了 f(r), 其 中 r= Vz 十 十 和 ff 为 二 阶 可 微 的 注 数 .证 明 : 
AL 一 下 (Cr)， 


2 2 


其 中 Au 一 2 学 3 区 二 2,A 为 拉 普 拉 斯 算 于 ,并 求 西数 F. 


> 


2 
一 二 宛 ,利用 对 称 性 , 即 可 证 


— 297 1 2 ’ 
提示 ”注意 55 一 太 (r) 二 十 大人 7) 


Au=f "(+2f (站 二 一 FC). 
Ou __ 7 区 Ou a Zz ’ 了 一 并 
解 到 一 /了 (7) 7 zf (7) +f (r) 一 一. 
由 对 称 性 即 得 
12 一 2 


a? LA 2 ” ?7C— 2 a? A 2 了 
yf DD + (nD 


I gt we 工 
于 是 ， Mu a toy ta (7)+2f° (7) Fn). 


【3306】 设 w 和 w 为 二 阶 可 微 的 函数 ,A 为 拉 普 拉 斯 算 子 (参阅 3305 题 ). 证 明 : 
A(uv)=uAv 二 vAu2A(u,v), 


_9gugdv | du9v | dudv 
其 中 4(xw) 一 3 了 5 二 373 十 3z3z， 


提示 。 由 拉 首 拉 斯 算 子 的 定义 易 证 本 命题 . 


> _ 9?:(uv) | 9 (uv) | 9? (uv) 
证 Al(u) tray + 
/FP a oN li 1 at au a UN Pv du 9 
一 人 (w 5 十 "3 二 2 站 于)+ (to +2 了 + (+t 2 区 了 于) 
一 xzAun 十 vAx 十 2A(Cxyz)， 
这 就 是 所 要 证 明 的 . 
【33073 证 明 :函数 & 一 ln V(x—a)’:+t(y—b)’ 
2 2 
(a 和 为 常数 ) 满 足 拉 普 拉 斯 方程 下 + 天- 
证 232 工 一 Q Du (3 一 人 一 (z 一 0 
az (zx—a)’:+(y—b)’" ar: [C(x—a)’+(y—6) 1] 
由 对 称 性 即 得 


ou (xz—a)’—(y—0)’ 


ay [Cx—a)’+(Cy—b)’ J 
2 
于 是 ， =z 十 一 z 二 0. 
【3308〗 证 明 : 若 函数 x 二 u(x,y) 满 足 拉 普 拉 斯 方程 (参阅 3307 题 ), 则 函数 
一 I 2 
vu (二 到) 
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也 满足 这 方程 . 
提示 令 二 ziTFy yn VCzy) 一 ME 2 ,利用 ze (8 人 十 xz (Ce, 力 一 0, 可 得 Av 二 0, 命 题 
获 证 . 


证 设 Fy 7 一半 产 ' 则 v(x,y)—=ulé, DD. 


从 而 ， Vi 二 Ue ( 芒 )? 十 WW “，( 灶 ) ?2ue én + ul uy, 
太一。 (8 Tw (信守 十 225 € 0 + uets, +usny ， 
2— zx ) , 
由 于 ET 


(zr:+y:): 
和 一) 二 (=(W) = 一 咎 ， 
fo = Wp) = (8) = 
及 us (FD Hu (bs =0, 
故 An 一 人 疏 十 以 
一 软 。( 总 和 时 十 (天 和 天 十 2 总 关 十 花 放 十 友 访 十 区 (六 十 的 (一 部 》? 
二 +2ug 7 * (—&) tu (—&) tu (一 大 ) 
二 (wget+un)[(&&)? 十 (区 )*]==0， 


即 汞 数 v 也 满足 拉 普 拉 斯 方程 . 
1 _ CG? 
3309】 证 明 : 一 和 -人 
【3309】 证 明 :函数 we 
2 
(a 和 已 为 常数 满足 热传导 方程 = 2 
“ Ou __ 1 _ (ze— 名 
证 Er 可 sa [C(x—b)’—2at], 
au___x-b -ep 
3x dV 
321 1 _CGz 一 2 


人 st [(z 一 六 2 一 2a21]. 


将 于 与 学 比较 可 得 弘一 a + #, 即 函数 u 满足 热传导 方程 
L3310] 证 明 : 若 函数 ,i,D 注 中视 传导 方程 ( 参 辐 3309 题 ) , 则 函数 
中 < 证 (总 ,一半 (1:>0) 


CE 2 ait 
也 满足 该 方程 
证 设 ww= ude 二 ,此 函数 即 3309 题 中 的 函数 x 乘 以 2Vr ,并 令 8 一 0 后 得 到 . 因此 , 它 满 
a 

足 热 传导 方程 

9w_ 2 Pw 

at 4 ar: 

gw_ 27r __ ZXw 

显然 有 3x dat 2a 


1 
令 6 帮 Zz 有) 一生 碑 7D= 一 Hi: 则 


a 


由 于 v= 二 w(xz,t)u(&, 力 及 ws 二 qa? ws , 故 


如 =wut we (usbt uy) a wut we" [* ， (一 滨 ) 二 o 故 。 ( 让) |， 


A Li 
Vz = Wu wueéy, 


Us = wu 2 us 十 rz。 (€)? tne 一 wu 十 2( 一 ee )* ( 寺 )+wis (去 ) 


2a°t a't 
wu 
将 忌 与 必 比 较 可 得 以 一 必 改 ， 即 函数 "也 满足 热传导 方程 
【3311】 证 明 ;函数 xz 一 了 


r 


( 式 中 r+ 二 V(x 一 a 十 (y 一 5D) 十 (z 一 c)? ) 当 r 关 0 时 ,满足 拉 普 拉 斯 方程 


提示 ”本题 证 法 与 3282 题 (2) 的 证 法 完全 类 似 , 只 要 将 该 题 中 的 zyyz 相应 地 换 成 一 a, y 一 b,xz 一 b 
即 可 . 

证 ”本题 证 法 与 3282 题 (2) 的 证 法 完全 类 似 , 只 要 将 该 题 中 的 z,y,z 换 成 x 一 a, y 一 6, z 一 5 即 可 . 事 
实 上 ， 


Bu__1 ,3r-a) Gu__ 1 30 Fu__1 3(z 一 o) 
Ft a Ft 
将 上 述 三 式 相 加 , 即 证 得 A( 二 )=o. 


【3312】 证 明 : 若 函数 二 u(x,y,z) 满 足 拉 普 拉 斯 方程 (参阅 3311 题 ) , 则 函数 
-1 ( 鱼 Ry 尝 ) 


vu > » 
r r? r’ r? 


( 式 中 为 常数 及 r 二 Vz 十 y 十 zz ) 也 满足 该 方程 . 
证 证 法 1: 


设 S 一 S(x,y1z) 一 二 , 则 由 3282 题 (2) 知 


AS 一 5 十 8 十 中 一 0， 0822 十 (39)2 十 (3 一 六 一 3 
3: 一 一 二 一 一 Sr， “一 一 S3y， SS 一 一 S:z. 
2 2 2 
记 = Tu (CE, LE) =Suk Sr, hs yk Sz) —Swr,y, eS)—F(r, yz15). 
r r r r 
于 是 ， 太一 下 4 十 天 1 Se. 


注意 到 下 * 和 下 : 也 是 自 变量 z,y*z 和 中 间 变 量 S 的 函数 , 即 得 
褒 一 下 全 十 2F 和 4 S 十 下 。(S2)2 十 已 1S 


由 对 称 性 得 t 一 下 为 十 2FFw Sy+Fs* (S,)’+F,S,, 
大 一 F 人 十 2F4 S2 十 FF。(S0)2 十 FS 
于 是 ， Av 二 (F% 十 Fy 十 F%) 十 F;* (Si 十 SS» 十 Ss) 十 {2(F% STF Sy+F', S:) 


十 FF。 [CS 7 十 (S7) 十 (S2)2] )》， 
显然 第 二 个 括 弧 为 零 , 也 不 难 验 证 第 一 个 括 弧 为 零 . 事实 上 ， 
FF 十 Fh =k Ss » (1+ ws)=0. 
现在 来 计算 最 后 一 个 括 弧 .注意 到 
Sw’ 一 2 有 2 S2zt 十 282S2 yus + 2k Szus =27rw 2yw, +22w,, 
即 得 
F% 。[(S)?+(S +5) = (Sw SS! = (wt Sw )S= (wt+2rw 2yw, +2rw)S’ 
一 Su 十 2zS4r 迪 十 2ySto 十 2zStv . (1) 


而 


2(F2 Ss+F’ S++F’ S)=2(Sw) (一 S3z) 十 2(Sro) (— Sy)+2(Sw)’“ (— Sz) 
=~2Sr. (Sw)’—2S yy. (Sw )’—25 z+. (Sw) 


=—2Sr* (wtSws)—2Sy. (wtSw)—2Sz. (wt Sw )=— 


一 2zSivf 一 223 w ”一 2zStrv 
一 St4zu' —2zxSw » 2ys' wh — 2zS! wi 


比较 (1) 式 和 (2) 式 即 知 第 三 个 括 弧 也 为 零 .于 是 ,最 后 证 得 Av 一 0. 


证 法 2， 
本 题 也 可 直接 求 出 了 学 3 


2 glu 、 、 、 
~ .于 ,进而 证 得 Av 一 0. 事实 上 , 设 
3 dz 


S3 。 (2zro 十 2yro 十 2zrco 


Br_,, Ry),, Kz 
ra 19 rr 29 7 fts， 
利用 3306 题 的 结果 即 得 
1 
Av =+[2 ee Eap | teks (F) +2 ets 2 
1 
二 ,£3 ) ?ae a 
为 书写 简便 起 见 , 记 ua ,如 ,4) 一 uw 分别 求 u 及 十 对 zx.y、z 的 一 阶 偏 导 数 
9 ax /Pr—2x\ ,9 2 a 2 
闫 =*#[ 基 (二 )+ 呈 (这 )+ 闫 (- 罕 )] 
9 a 2 az /rr —2y 9 2 
罗 [ 关 ( 窜 )+ 关 (二 )+ 关 (一 衬 )] 
9 3 2 a 2 az /7 — 2 
六 = | 关 (- 宕 )+ 关 (一 罕 )+ 关 (zz)] 
(7) 。 (+) , (+) 。 
9 工 73 ay’ 73 az 疗 ， 
从 而 得 
ou 
3 
gu /rr —27 2 2 9? 2 72 —2x? az 一 2zr —4zrr (7 —27) 
下 [ 莹 ( 半 + 六 ( 多 )+ 黄 ( 备 )]( 半 )* 关 [和 富生 ] 
Pu /rr—27N 9 2 9? 2 2 auf —2yr 一 4z2 (一 2 
[有 (天 ) 玫 (加 )+ 和 (加 )] (办 ) 记 半 [ 什 2 
a? 72—27 EM 一 2 2 2 2 一 2zr 一 4zP( 一 2zz) 
dE dm (nd pd et 
Ou 
ay 
3 2 12 一 一 2Y 2 au 「 一 2zr4 一 4yr2( 一 2zy) 
4 于 (- 孚 )+3 阁 (一 )+ 3 四 *) | te | 
Fu (_ 2xy) ou 2y _2) | [27 一 2 一 4y2 (7 —2y) 
+e[ 动 妆 人 守 )+ (7 1 人 *) |( )+ 忆 下 <| ~ 四 | 
902 2 2y 2 2 ax 「 一 2zr4 —4yr (—2yz) 
二 对 | 天 项 (一 殖 )+ 基 咎 (一 rt 营 (- 党 )|(- 罕 ) 芭 六 [一 pp 到 | 
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) 


(2) 


(1) 


Fu 
BE 


Ou 2xz gl 2yz dau /r:—2xz’ 2zz au [一 27z 玉 一 4zr2 (一 27z) 
pt 2 -一 
[元 六 | )+anar ( rs ) 天 ) zl rs | 
2 1 2xz gu 2yz gu (= 一 2 一 2 ) 2yr’ — 4zr: (一 2yz) 
4 2 
人 [元 芝 ( 六 ) 二 5 党 人 六 ) ) | tk 六 [= | 
Qu 2xz Fu 2yz 
Fk [a (- 了 ) + ( rr ) 


ze ( 
(= 2 | 
1 1 1 
du gu du a( 二 ) (二) a 人 (二 ) ou gu gu 


- 2 
将 57， ay’ EE ax 9» ay 9 EE 及 5 ”ay 2 9 xz 一 代 人 (1) 式 ， 合并 整理 ,并 注意 到 


re 


十 
+ 


ly gu Ou) nu 
4a( 地 )=-。 及 有 二 4， 


即 得 


3 


18&4 92z 2k? ou au gu Ty gu 
Am | ( 绽 + 针 + 时) A (z 革 +y 闻 ++z 和) 十 0 | 0 
2k? a9u ou ON 
十 十 (z 采 +y> 洒 二 = 下) 0， 
上 上 式 说 明 函 数 v 二 v(x,y,z) 也 满足 拉 普 拉 斯 方程 . 
【3313】 证 明 ,函数 一 Ce“ 十 Cae” 


r 


( 式 中 > 一 Vz 十 十 z? ,C1 ,Cz 为 常数 ) 满 足 亦 姆 霍 兹 方程 


证 设 v= Le” ， ww 二 汪 er 则 有 
r r 


u= Cv Cw. 


vr =U (去 + )z v* ( A 总 )Ez vU?* (去 + 全 】 
人 


2 
利用 对 称 性 , 即 得 Au=u。 | (去 + 汉 二 Ce 十 Y 二 o) 一 盖 吕 | 


rr 了 

记 5 一 一 c, 则 w 一 二 e-“. 仿 上 述 证 明 , 有 

Aw=b w= a w. 
于 是 ， 
Au=A(Civ 二 Cw)=CAv+C Aw— Ca vi Ca w= a wu, 

即 Au==a?w. 

【3314】 设 函 数 专 一 wi (zyy,z) 及 wu 一 wz (7X,y,z) 满 足 拉 普 拉 斯 方程 Au 一 0. 证 明 ; 函 数 

v=u (rxyys 2) (ry t+z ur, yz) 

满足 双 调 和 方程 A(Av) 一 0. 

证 明 思 路 对 函数 口 应 用 3306 题 的 结果 ,并 注意 题 设 条 件 可 得 Av, 再 重复 应 用 同一 结果 于 Av, 即 可 知 
淘 数 满足 双 调 和 方程 A(Av) 王 0. 
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证 利用 3306 题 的 结果 , 即 得 


Av =Aut(r ty 二 +z )Au 十 zeA(Cz Ty 二 +z ) +2 (2z 了 2 十 27 可 Quz y {2z a 2 2 ) 


= 6uz +4(z 信 < 十》 2 yl? oz 2 2 ). 


重复 应 用 同一 结果 于 Av, 得 


A(4w)=64um+4{zA( 强 )+y4( 强 )+ s( 喇 )+aea a+ aa y+ seta (+ 


zz 


Ous\_ 9? /9uz 9? /gz 3 /dus\ 9 /9u duz\ 9 
由 于 4A( 屠 ) 六 (于 )+ 妆 (于 )+ 妆 ( 苇 ) 世 ( 绪 + 对 2 )= 去 (axw)=0， 


dztz\ dtz\ 
4A( 强 )=0%， 4(38) 一 0， 
故 最 后 证 得 A(Av)==0 
{33153 设 f(z0y, 是 贡 阶 可 微 的 次 齐 次 函数 . 证明: 
3 3 a 
(zty 把 二 贡 ) fy Dn mt Df ye). 


证 证 法 1: 
根据 齐 次 函数 的 定义 知 , 画 数 f(z,y,z) 满 足 


)} 


Me tz)=1" f(x, yz), (1) 
在 (1) 式 两 端 分 别 对 上 求 z 次 导数 . 首先 考察 5 过 .由 求全 导数 的 公式 知 
df .9f 9f _9f if, 9 
df TI YT ta (zz 二 十 了 tx)f ry ). 
gf df 
de = 吝 ( 冬 ) 
of “了 of of of of 
re yD + sds | > 人 = Fd +» 3 t+ serdar | 
of 1 af af 
tz{z Fa + Fd re 
,2.90f 2:_9f of of a9? 
art > TE Fa ty get <“ FDC LT TCD CE 
加 9 9 9 
=1 (> 二 + 也 +) f(xy,2). 
一 般 地 ,由 数学 归纳 法 可 得 
d o"f 2 wa 3 
了 i FO CN OT yz t (za 妆 +y 训 +* 吏 2 ) CCzyyyz)，(2) 
其 中 总 和 是 关于 at 十 az 十 as 一 za 的 非 负 整数 al ,az ,as 的 一 切 可 能 组 合 而 取 的 , 且 
ml 
Ce 
而 (1) 式 右 端 对 t 求 m 次 导数 ,得 
[rf Clr, yz) "=nno ln mt "f(r, yz). (3) 


比较 (2) 式 和 (3) 式 , 令 二 1, 即 证 得 


(zx z+ 闫 ty 部 十 zx 元 ) frys2) nn ln m+ DD f(r, yz). 
证 法 2: 
当 mm 一 1 时 ,由 f(tizr,ty,tz) 一 f(z,y,z) 两 端 对 上 求 导 ,可 得 


zx Sf y z RS ne fr,y,2) (1>0). 
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9 9 ER 
令 上 一 1, 即 有 (z 云 +> 坟 +z 元 ) f=nf. 


当 m=2 时 ,由 3234 是 的 结果 知 《(z 起 ++y 六 +z 六 ) f=nCn 一 Dj/ 


在 3233 题 中 已 证 得 fryyyZ) fCryysz) ,f(x,ys2) 为 (mn 一 1) 次 的 齐 次 函数 . 


今 设 mm 一 4 一 1 时 命题 成 立 .对 f,f ,了 :, 用 数学 归纳 法 的 假设 , 即 


9 9 9 Ne 1， 7 
(= 元 +y 苑 +z 庆 ) 太一 (一 DG 一 2)…(a 一 A 十 1) 太 


(= 半 +y 冯 +z 关 ) fn 1D Cn 一 2)……(n 一 ALD)F 
(z 部 +y 训 + 她 ) 7 GoDO 一 2 nk Df 
将 (4) 两 端 乘 以 z,(5) 式 两 端 乘 以 y,(6) 式 两 端 乘 以 z, 然 后 相 加 , 即 得 
(z 总 +y 二 +z 芒 ) fry D2) nt (ra 闯 +y 闸 +z 充 


一 22 一 1)(2 一 2)……(2 一 天 十 1) f(r,y,2). 
即 当 和 一 & 时 命题 也 成 立 . 
于 是 ,命题 对 于 一 切 正 整 数 m 成 立 , 即 


9 9 9 yy” 
(ztytz) f=n(n— Damt+ Df. 


【3316】 若 = 一 siny 十 (sinz 一 siny) ,其 中 f 为 可 微 函 数 . 试 简化 表达 式 
secx 括 + secy 了 

解 secz E+secy 下 一 seczeoszj 十 secy(cosy 一 cosyf Y=f +1—f’=1, 
即 secz 于 十 secy 下 一 1 

【3317】 证 明 :函数 = 一 zf (六 ) 
(其 中 /为 任意 的 可 微 函数 ?满足 方程 荆 十 2y 经 一 wz 

、 - 2z"y £0/ a 

证 z 芒 +2y 芒 =z {nz 'f( 吝 ) 一 3/ (党 )]+29 三 f/f" (过 )=zz7( 吉 


即 xz +2y = 


【33183 证 明 : z=yf(x’—y) 
(其 中 为 任意 的 可 微 函 数 ) 满 足 方程 ty 
证 y ty 天 一 y 2zyf +zry(f—2yf')=ryf=xz, 


dz QZ 
即 y 元 十 zy 57 一 xz， 


〖3319】 若 一 南 z 一 言 太 (y 二 2) 十 六 zy 十 f(y 一 ,2 一 zz)， 
> 9u | gu | gu 
其 中 /为 可 微 的 函数 . 试 简化 表达 式 六 + 二 总 
/ 9 ， 
解 于 = 地 zz 一 喜 z 2(y 十 z) 十 zyz 一 广 一 了 2， 下 一 一 言 也 十 言 屏 z 十 太 ， 


 )f zsy,2) 


)=—nz, 


(4) 


(5) 


(6) 
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1 ， 1 
ror y+fz. 


9z 
_. du | 9u | Au 
将 上 述 三 式 相 加 , 即 得 7 ta >. 
口交 oy zz 
【3320】 设 =vw, y=uw, uv. fryy,z)= Fu,v,w). 
证 明 : xzf tyf y+zf =uF tvF ,twF,. 


证 把 xvw 当 作 自 变量 ” , 故 
uF auf ztuf yy tuf sz woof To 二 of 入 二 of， 
wh ,=wf ritwf, yi twf zh. 
将 上 述 三 式 相 加 ,得 
uF tvF ,twF ,=(urt ort wz) 大 十 (十 oo 十 my 十 (zz 十 oz 十 zx) 大 (1) 
由 题 设 得 2+ 绽 一 0. 因为 z 不 恒 等 于 零 ,所 以 对 一 0. 同 法 可 得 党 一 0, 中 一 0 


设 ,和 9z— 9z— 93y— 9y— 2 一 9z— 
再 由 题 设 ,得 27 3 UV, 2z 区 ww, 2y 也 TO 2y io us 2z 3 v, 2 u. 


Av 
将 上 述 结果 代入 (1) 式 ,得 


uF 二 cP 二 wF =( 瑟 + 罕 )f :二 (名 + 话 )7 (加 + 说 )7 一 z7 2 十 
即 wuF’+vF S++wF ,=zrf +yf ,+zf. 
x* ) ”如 果 把 x,ysz 当 作 自 变量 ,也 可 以 证 明 本 题 的 结果 . 
假定 任意 销 数 ,等 为 足够 多 次 可 微 的 函数 ,验证 下 列 等 式 : 


az BE4 2 2 
【3321】 > 天 Ty 0, 车 zz 一 g(x 十 y). 


i 9z_，。9 (ry 9z oy 2 二 

证 由 于 .97 2zp (ry ), Ty 7 2y9 (x 二 Ty), 
, 9z. az 一 

所 以 yz Tay 0. 
E3322 x? 2z x gz 2 一 0 若 zx 一 并 十 (zy) 
ar "Yay > ， 37 9 “ 
> 9 2 / / 
证 x Ezy Er A | -这 + (| -zy (tay (zy) )+y =0. 


2 
【3323】 ( 妇 一 办 32 十 zy =xyz, 车 zx 二 ep ( yezyz ). 
2 2 


、 3 9 ” 之 EE Es 
证 (x: 一 y ) 隐 十 zy 也 一 (xT — ye ye tzy| eptey Ca 一 ye ) | -yp a». 


du ou gu __ a Y》 之 
【3324】 Tz lo a 1B dn 车 uz'p (之 ) 


Xx” ?x8 


证 x 下 二 eg 下 十 nx"g ar "yp’ —Br” zp2 tayr” “pit+hzr” pp3 一 Mo 一 Tt 

【3325 了 x 3 十 y te 漂 =x 十 型 若 x 一 开 Inz 十 zg( 之 ,三 )， 

证 工 汪 一 他 Inz 十 型 十 zg ypi— zp y -Inet yp ， 之 P= — Ent zp. 
将 上 述 三 式 相 加 , 即 得 ty tt. 


giu_ ,gu 


£3326] 5 一 4 了， 车 二 g(x 一 at) 十 g(x 二 at). 
9 oz y 
证 Sag tap, E+ 
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将 上 述 人 as 
将 上 述 二 式 比 较 , 即 得 日 82 一 和 dx 
giu Olu | gu 
【3327】 了 2379y1ay -0° 若 u=xp(zty) + yplzrt y). 
3: Au __ a Ud Au __ 7 7 
证 Fz Py 十 z9 ， 一 z9 tot yp, 
du 
元 =29 +yy +xy， (1) 
gi 
5zay 一 9? 二 二 yf 十 TO ， (2) 
Ou mw 7 六 
3y 9 +2y yy. (3) 
2u gu | gu 
(1) 一 2X(2) 十 (3), 即 得 了 9z9y 3 
a2u gu ~ /yy 了 
【3328]】 x: 3 二 2zy 过 Ee + yr 0 若 u=p( 学 )+zy( 之 ). 


证 2 次 齐 次 函数 . 由 3234 题 的 结果 (对 于 二 元 更 成 立 ) 


9 a 3 a 
知 (z 站 +> 襄 ) ui 二 0， (z 云 +> 芒 ) uz 一 0. 
于 是 ， 
2 3 十 2zy ty (rty2) +) 一 (z 了 +y 卫 ) wu 二 (xz 了 + 也) wo0 
Tar azgy 7 了 3 ‘Yar Yay/ Tar Yay/ 0 3 ya 


注 也 可 不 用 3234 题 的 结果 , 求 出 偏 导 数 直接 验证 ， 


[3329] x 22zy 攻 汐 -+ 2 =n(n— Du, 若 u=z 9( 袜 ) 十 2 人 之) 


证 明 思 路 注意 由 一 zeg (之 ) 为 次 齐 次 函数 ,mw 一 "yy( 芝 ) 为 1 一 4 次 齐 次 函数 .对 函数 如 及 


应 用 3234 题 的 结果 (对 于 二 元 更 成 立 ), 即 知 
2 
原 式 左 端 一 (z 区 +y 元 ) (zl 十 zz ) 一 712 一 1])2。 


证 ww 一 zx"p( 芝 ) 为 n 次 齐 次 函数 ,uw 一 x1-"y( 羡 ) 为 1 一 n 次 齐 次 函数 .由 3234 题 的 结果 知 


9 9 2 9 EY 
(z 直 +> 训 ) =nn—l)w, (xz 站 +3 萝 ) zt 一 (1 一 2)(1 一 2 一 1)xs =—=n(n 1)uwu;. 
2 32 a2 9 a \ 
于 是 ， Zz? 5 十 2 27y 5257 2 还 ==(z 冯 +3 襄 ) (ttu)=nn—1) (wttu)=n(no 1)u. 


值得 注意 的 是 ,3328 题 即 为 本 题 的 特殊 情形 ， ==0. 


Qu du _ gu 3 2 2 ， 若 
【3330】 Gk gzay ay ax? 


若 x 一 9LZz 十 以 7) 


ou gu du du _Au Ou 


证 3 9?， 537z3y 一 9? 少 ， =py ，3z7 “9. 于 是 ， 9 并 azay ay az2 
用 逐次 微分 的 方法 消去 任意 较 数 pgp 和 y: 
【3331】 > 一 > 十 P(zy). 
gz __ 7 dz __ 六 x 9z_ 
解 区 一 1 十 29 ， 有 一 zg9 于 是 ， Tr yay 7 


【3332】 < 一 z( 疙 ) 
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9z_ | 工 v，az-_ 2z 9z | 92 27° 22 ro 

解 到 一 9 十 2， 3y 一 Et 于 是 ,2z 于 十 y3 27pt 六 9 一 279 一 2z， 
dz dz __ 

即 2z 和 2 十 7 3 一 2z 

【3333〗 >z 一 PCV + ). 
az__ xy 9z_ yp 9z_ -az 一 

解 3 VE Fy ay 三 于 是 ,y3 “ay 四 

【3334】 zx 一 p(z 一 yy 一 z). 
Gu 

解 3 9 ， ay pi gz 3z 9 . 于 是 ,5 十 5 十 3 0， 


【3335 up( 子 ,学 ). 


之 
一 au au du __ 
提示 易 得 x 了 yay1z3c0 


au_1 , qu_ 
解 9z 21， 9y 之 


*) 注意 到 p( 忆 ， 沁 ) 为 替 次 齐 次 函数 ,本 题 即 3315 题 的 特殊 情形 :mn 一 0. 


[3336] z 一 pCz) 十 内 y). 


Oz __ / GD2x 
解 到 一 9 (z). 于 是 ， 3297 一 
【3337】〗 z 一 PCZz)%Cy). 

gz __ 了 9z zx _ Ld ga?z _9z gz 
解 3x ?9 a3y ’ axay 9 “ 于 是 ,= 5559 一生 gy” 


【3338〗 z=g(z+y)+y(r—y). 


9 9 a2 92 2 
解 =y+y, 3 一 多 yf i MF 于 是 ,9 一. 


gr 


[3339】 = 一 zp( 王 ) 二 ?4 人 (三 让 
提示 ”注意 函数 z 为 一 次 齐 次 函数 ,利用 3315 题 的 结果 即 获 解 . 
解 ”注意 到 函数 z 为 一 次 齐 次 函数 ,由 3315 题 知 


[3340】 z=p(zy)+y( 子 ). 


解 设 二 p(x), 则 由 3331 题 知 。 车 -y 绍 一 0. 


9 工 


TT: 1 的 Du yy a9u nN 
Pt Fz 一 279 于 是 ,x 了 2 十 3 十 zx 3 一 0 ). 


又 吕 一 J( 主 ) 为 零 次 齐 次 函数 , 且 函 数 z 污 一 y 5 一 2y/ 也 为 零 次 齐 次 函数 . 从 而 ,函数 


x 9 至 =( zl 党 ) 二 ( 各 -y 实 ) 


是 零 次 齐 次 函数 . 于 是 ,由 3315 题 知 z 弛 十 y》 给 一 0. 但 是 ， 


9u du _ | 9z 32) 2 ( 3z 2z ) 


“ar Yay “ar ar ?3y/ 73ay ar 75y 
az az az ，axz sa?z 
< ar Yar ardy Yardy Yay >» ay 2 
世 Ea a2 9 9 
故 得 zx yx yy 


【3341】 求 函 数 z= 衬 一 妈 在 点 M(1,1) 沿 与 Oz 轴 的 正 向 组 成 角 a 二 60" 的 方向 /1 的 导数 . 


解 入 1 天 | .- 1 一 2. cosa 一 cos60” 0 一 去 ， cosp=cos30" 下 
az| lrc 、 _ 
于 是 ， 字 I 2 元 十 (一 2 六 一 1 一 Y3. 
【3342】 求 函数 z= 一 ry 十 y 在 点 M(1,1) 沿 与 Oz 轴 的 正 向 组 成 a 角 的 方向 ! 的 导数 . 在 怎样 的 方 
向 上 此 导数 ; 
(1) 有 最 大 值 ， (2) 有 最 小 值 ; (3) 等 于 0. 
9 之 Oz 
解 37 2 ay -1 于 是 ， 
莹 1 一 cosa 十 cos(90" 一 a) 二 cosa 十 sina 一 /2sin(o 十 开外 


(2) 当 和 即 xc 一 一 时 ， 3 最 小 ; 


(3) 当 sin(c 十 亚 ) 0， 即 w 亚 或 了 时 ， 于 一 0. 
【3343】 求 函 数 > 一 in( 守 十 交 ) 在 点 Mo 《xo ,yo) 沿 与 过 此 点 的 等 值 线 垂直 方向 的 导数 . 
解 “与 等 值 线 垂 直 的 方向 即 梯度 的 方向 或 与 梯度 相反 的 方向 . 于 是 


各 .一 士 lgradzl| -二 ( 芋 ) + (至 ) -一 二 (5) + a) 
_ ， 0 0 
Vat 
[3344】 求 函 数 < 一 1 一 ( 珀 十 其) 在 点 M( 备 ， 万) 沿 曲 线 厂 + 尖 一 1 在 此 点 的 内 法 线 方向 的 导数 . 


解 ” 曲 线 委 十 复 一 1 是 函数 = 的 一 条 等 值 线 . 随 着 x,y 的 绝对 值 增 大 ,z 是 减少 的 ,因此 ,曲线 的 内 法 
线 方向 即 梯度 方向 . 于 是 ， 


2 2 
| .一 |gradz|| , 弓 + 绽 | ， Mtb) (ao>0, p>0). 
(a i 7 到 b 万 ab 
和 
【3345】 求 函 数 =zyz 在 点 M(1,1,1) 沿 方向 /cosa,cosB,cos7} 的 导数 . 函数 在 该 点 的 梯度 的 大 小 
是 什么 ? 
ou DAN? Gu yd gu\ 
解 元 1 COsat cosB+ cosy. | gradu | 1 ( 采 ) 十 ( 光 ) 十 (条 ) 和 全 
3 1 


【3346】 求 函 数 wu 一 十 ( 式 中 7 二 VT 十 六 十 z? ) 在 点 Mo (zo ,yo，zo) 处 梯度 的 大 小 和 方向 . 


9u__ XI MU yy, MM 2 
解 ar ri'’gy ri gz 到: 于 是 ， 
gradx 一 一 点 (二 十 好 十 不 ) 
、 | _ x > 之 
或 简 记 成 gradu | } 
在 点 M 处 的 梯度 为 grodu 一 (一 寻 , 一 誉 , 一 号 )， 
ro ro ro 


其 中 % 二 Vz 十 十 6 .从 而 得 
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入 Xo yo 一 Zo 
3 八 3 八 3 
A A 一 一 7 一 一 2 
cos(grad u,x) 工 ne cos(grad wu,y) 工 7 cos(grad xz) 工 六 
7 nt rs 
【3347】 求 函 数 一 妇 十 天 一 妇 在 点 A(e,0,0) 及 B(0,e,0) 二 点 的 梯度 之 间 的 角度 . 


du du 9 _. 
解 gradu 二 (下 ,下 ,天 } = {27,2y, 一 2z}. 若 以 gradxa 及 gradus 分 别 表示 在 A 点 及 B 点 的 梯度 ， 


gradua = {2e,0,0}, gradugs = {0,2e,0}. 
由 于 gradta。gradzxs 一 2s。0 十 0。，2s 十 0。0 一 0， 
故 知 gradus 上 gradxs ， 即 在 点 A 及 点 B 二 点 的 梯度 之 间 的 夹 角 为 


(grad Vgradus )= 仓 . 
【3348】” 在 点 M(1,2,2) 处 ,函数 
4 二 Xx 十 y 十 z 和 wv 一 x 十 y 十 z 十 0. 001sin(10'x Vx 十 YY 十 之 》 
的 梯度 之 大 小 相差 多 少 ? 
解 gradx 一 {1,1,1)， |gradu| 一 V3. 
令 一 V 普 十 多 十 于 , 则 


gv 


元 一 1 一 1000x 三 cos(10srr)， 22 一 1 一 1000x 之 cos(10srr)， 
工 r ay r 
390] — 1000x Ecos(l10° nr). 
dz r 
9 0 
在 点 M(1,2,2) 处 9v— 1000x | ] 1000% vu_ 2000x | ] 2000% 
Bx 3 3 93y 3 3 
9v_ 2000x ~ 2000x A 1 人 2 人 2\ 
Fl， lgradvl~1000r A/ ( 3 ) +( 3 ) +( 5 ) =1000x. 
于 是 ,两 梯度 之 大 小 相差 为 |gradv| 一 | gradu| S1000x—V3 3140. 


【3349】 证 明 : 在 点 Mo (zo,yo,zo) 处 ,函数 
& 一 az2 十 9 内 十 cz 及 v=ax: 二 by 十 cz? 十 2mzx 十 2ny 十 2pz 
Cas,b,csmsn,p 为 常数 且 a? 十 如 十 c* 关 0) 二 者 的 梯度 之 间 的 角度 当 点 Mo 无 限 远 移 时 趋 于 零 . 
证 本 题 的 题 设 条 件 “ 点 Mo (zxo,y,zo) 无 限 远 移 "应 该 理解 为 “ze 一 co，y 一 co，zo 一 co 同时 成 立 ”( 此 
时 V(aro 六 十 (by ) 十 (czo) 一 十 co). 否则 ,本 题 的 结论 不 成 立 . 
显 见 有 


gradu= {2azxo ,2byo ,2czxo }， gradv= {2azo 十 2 ,2pyo 十 2n，2czo 十 2 户 ) ， 
全 
令 


a 一 QZo ，p8 一 byo ，7y 一 czo jai 一 QZo 十 1 一 a 十 7 8 一 byo 十 2 一 8 十 ma 7 一 czo 十 力 一 7 十 轧 . 
于 是 ,gradz 与 gradv 的 夹 角 9 满足 
aail 十 BB 十 YY 
Va tpP+r VattB+ ni 


cos9= 


(@ 十 忆 十 产 )(af 十 户 十 有 ) 一 Cam 十 BB 十 YX )? 


sin20 一 1 一 cos20 


〈 邓 十 序 十 冯 )( 星 十 拟 十 这 )》 
(ap —apP)’ + (Cay ~oay)’: (By — BY)’ (nag—mB)’ 十 (ba 一 Ma7) + (pe—ny)’ 
( 邓 十 序 十 友 )( 吗 十 遍 十 闪 ) (ga 十 十) (Caf 二 BE 十) 
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令 8 一 max(lazo| 1eyo|l,|czol) 一 max(Cla|l,18| ,17Y)), 则 
8 委 V 吧 十 床 十 克 V6. 
于 是 , 当 w 吧 十 序 十 玫 一 十 co 时 ，9-~ 十 co. 
再 令 g 二 max《|m|,|n|,|p|), 则 下 述 不 等 式 显 然 成 立 : 


< 一 sin2 (na 一 2 十 ( (pa— my)? + (pB— ny)’ 
MSS TF +R+A) 


pe tone ne 12g? 
过 > -> 二 co 由 
S63) Fe 3F 0 〈( 当 9 十 co 时 )， 


于 是 , 当 V 吧 十 序 十 儿 一 十 ce 时 ,sin2b=0, 即 当 wW 吧 十 序 十 充 -十 co,0>0. 证 毕 . 
【3350】 设 4==f(z,y,z) 为 二 阶 可 微 的 函数 ,车 cosa，cosB，cosy 为 方向 的 方向 余弦 , 求 


92u 9 /au 
5 于 ) 
9U du gu | Ou 
解 31 于 cosa 十 ycosp1 了 cosy， 
dau_ /gu Ci EM ,/ 92 了 
5 一 I osat acosB+ ded cosy jcose (ot zcosp 十 5 cosy ) cosp 
OQ2u gd2u gu 
十 (二 六 os | 552 cosB+ 3 Se 
gu ; gu 
一 了 2c0s at a Ycos :8 十 3 cos :7 十 2 子 3 区 cosxcospT2 六 六 cospeosy 十 2 二 和 cosycosa. 
【3351】 没 二 /zy 为 二 阶 可 微 的 本 数 及 
li (cosai ,cosB ;cosy }， lz {cosaz ,cosB ,coOsY: 》， ls {cosas ,COsB: ,cos7ya } 
为 三 个 互相 垂直 的 方向 . 证 明 ; 
au\? | /ou | /Au /ouy’ oau\’ Qu NA? 
(1) (六 ) | ( 疗 ) | ( 闻 ) (有 学) 二 (了 下 ) 二 (条 ) 
du | gu | Ou gu | gu , gu 
(2) 和 十 5 9B az? ty + ger 
证 《1) (2) | (经 ) | (经 ) (co 十 号 ycos 十 污 os ) 
3 da/ 6 全 35 B+ os 
gu 忆 9u 3 
一 2 ou 
=( 守 ) 2 cos’ “十 (天 ) > cosz 及 十 (到 4) > COS2 7 
3 
Qu au 9udu ou 9u 
十 2 元 有 > cosaicosB 十 2 一 3y3z cosBi cosy; 十 2 一 Fz > COSY: cosai . (1) 


由 于 ,la ,6 是 互相 答 直 的 三 个 单位 向 量 , 故 


3 


3 3 
> cosai cosp 一 0， > cospB: cosy; 一 0， > cosyicosa:; 一 0， 
一 1 


i=1 i=1 
D3 coszu 一 1， > cos:p=1, > cos: y=1. (2) 
i=1 i=1 i=1 
将 上 述 诸 等 式 (2) 代 入 (1) 式 , 即 得 
2 2 2 2 2 2 
( 纺 ) +( 状 ) +( 瑟 ) 一 ( 美 ) +( 闫 ) +( 半 ) ， 


《2) 利用 3350 题 的 结果 ,得 


du Ou 3 odin 3 bE 3 gu du 

一 二 一 > 2， 十 一 一 zn -ou 2 Qugu 

1 98 gx A cos a tay 和 > cos Bt 3 之 cos Yi 十 2 到 区 > cosaicosB， 

3 3 
Qu du auau 
十 2 一 3y3z 1 cosp cos% +2 隐隐 > COSY; cosai . (3) 

将 i 名 区 giu | du | ou 
将 诸 等 式 (2) 代 入 (3) 式 , 即 得 a 1 天 + 弛 = ++ 
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【3352】 设 x 一 xzyy) 为 可 微 的 函数 且 当 y= 二 x? 时 有 


u(xs)=1 及 2 一 


9 工 
求 当 ,一 2 时 的 3 
求 当 y= 二 zx 时 的 3y 
d gu , 9udy 
解 I TT ) 一 了 7 3ydx: 


d 


当 y=x?, u(x,yy) 二 u(r,X?) 二 1, 故 0, 且 有 从 一 z， 时 = 


dee) 2z. 将 这 些 结果 代 人 上 式 , 即 得 


ZX 十 2x 2 一 0. 
9y 


ou__l1 
于 是 ,5y 一 2 (Z 天 0). 


[L3353] 设 函数 一 w(x,y) 满 足 方程 划一 2 六 一 0 以 及 下 列 条 件 ; 


u(xXI27)=7x, W(xr,27)=7? 
求 ; tC(z,27)， (zy2z)， Ws (Tr,27). 
解 ” 由 于 w(x,2x) 二 xz, 故 


ui (xr,27)+2u, (zy2x) 一 1， (1) 
又 因 必 (z,2z) 一 z2， 故 由 (1) 式 即 得 
2 
W(x,27)— (2) 
将 (2) 式 两 端 对 求 + 导数 ,有 
ws (X27) + 2 (rT,27)=—xs (3) 
由 ww (x,27) 二 x? 两 端 对 工 求 导数 ,有 
tw (TX,27) 2 (x,27) = 27. (4) 
联 立 (3) 式 和 (4) 式 并 利用 题 设 条 件 wt: 二 忆 , , 解 之 , 即 得 
wT127) = (x)27) 一 一 全 W(x127) 一 语 工 


假设 =zx(xz,y), 解 下 列 方程 : 
Az 
【3354]】 3 二 0. 


解 =p(y), z=xp(y) + yy). 


dz 


【3355) 379y 


解 3 一 办 (x), z= [pCat py) = 二 wy 


【3356】 3 一 0， 
> 
OO" lz - 2 
解 3 Pr) Typ 了 二 ypr-1(T) 十 gn-z《X)， 累 次 积分 nn 次 ,最 后 
pT yp CT) 二 yp (7) + go (7). 
J Ou 
【33$7】 假设 4 二 u(x,y,z), 解 方程 了 5755 一 
du _ Ou __ 
解 937 PF), 区 一 产 (zy) 十 和 (zz)， u=gp(r,y) Ty rz) + yz) 


{3358] 求 方程 于 = 十 2y 的 解 z 二 z(x,y) ,使 它 满足 条 件 xCzyzz) 一 1. 
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9 2 9 
解 由 入 一 好 十 2y, 得 z 二 TX y 十 y 十 g(xz). 


又 因 z(x,xz) 二 1, 故 1 二 x 十 x! 十 p(x), 从 而 有 g(r)=1—2z.. 
最 后 得 ”z==1 十 x?y 十 y: 一 2x1. 


2 
[3359] 求 方程 了 一 ?2 的 解 z= 二 z(x,y) ,使 它 满足 条 件 zx(z,0) 王 1，zy(z,0) 一 z. 


解 由 3 一 2 得 六 =2y+ pz). 
又 因 zx, (x,0) 王 x, 所 以 ,z= 二 0 十 p(x) 或 z= 二 p(x). 从 而 有 
=2y+z. 
由 此 得 z 一 只 十 zy 十 PCZ)， 
又 因 z(x,0)= 二 1, 故 1 二 0 十 0 十 py (x) 或 1 一 mm (7x). 最 后 得 
z 一 1 十 zy 十 宛 ， 


2 
【3360】 求 方程 55 光一 z 十 y 的 解 z 二 z(x,y) ,使 它 满足 条 件 zx(z,0) 一 z，z(0,y) 一 妈 ， 
dz 4 
解 由 5553 一 z 十 ?得 


9 1 1 1 
=zy+ Ftp rz), z= Fry Dry pz) ty). 


现 确 定 p(x) 及 gl(y). 由 于 xzx(zx,0) 二 x, zx(0,y) 二 y, 故 有 
Z 一 9p(Z) 十 内 0)， y=p(0)+ yy), 


于 是 ， = 一 z 十 交 十 广安 ?十 序 z 史 一 [9(0) 十 由 0)]， 
又 因 zx(0,0) 一 0, 故 p(0) 十 4C0) 二 0. 最 后 得 


一 工 十 六 十 坟 zy(z 十 习 . 


§ 3. 隐 函 数 的 微分 法 


1° 存在 定理 设 :1) 函 数 F(x,y;z) 在 某 点 AdCzo 9? .yo ,zo ) 等 于 零 ;2)F(z,y,z) 和 和 Fz,y 2) 在 点 A 的 
邻 域 内 有 定义 并 且 是 连续 的 ;3)F (zo ,yo ,zo) 隆 0, 则 在 点 Ao 《zo ,yo) 的 某 充分 小 的 邻 域内 存在 唯一 的 单 值 
连续 函数 


z 一 (zyy)， (1) 
它 满足 方程 F(x,y,z)=0 
而 且 zo = f(xo ,yo). 


2” 隐 冰 数 的 可 微 性 设 除了 上 述 条 件 , 还 有 4) 函数 F(x,y,z) 在 点 Ao (xo,y。 ,zx) 的 邻 域内 可 微 , 则 函 
数 (1) 在 点 As(zo,) 的 邻 域内 也 可 微 ,并 且 它 的 导数 3 和 于 可 从 方程 


aF ,9F 9z aF or dz_ 
a3zt 了 二 0， 5 十 35 3y 0 (2) 


求 得 .车 函数 F(x,y,z) 任 意 多 次 可 微 , 则 采用 对 方程 (2) 逐 次 微分 的 方法 也 可 计算 函数 z 的 高 阶 导数 . 
3° 由 方程 组 定义 的 隐 鲨 数 设 函 数 F(x sy Tm; yi ,yi 二 1,2,…,n) 满 足下 列 条 件 : 


( 1) 在 点 46 Czmo yz 5 Yio syo) 等于零; (i) 在 点 A。 的 邻 域内 可 微 ; 
(il) 在 点 A 函数 行列 式 呈 2 全 叶 关 0 
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在 这 种 情况 下 ,方程 组 
有 CCZToy Yi Yn) =—=0 (i=1,2,.,n) (3) 
在 点 Ao (ze，…zm) 的 某 邻 域内 唯一 地 确定 出 一 组 单 值 可 微 函 数 
和 一 六 (zzm) (i=1,2,.,n). 
它们 满足 方程 (3 及 初始 条 件 六 (ro，…zoo) 一 Jo (i 二 1,2,…,n). 
这 些 隐 函 数 的 微分 可 由 以 下 方程 组 求 得 ， 


aF, OF 站 x 
>») 和 dz 十 2 Fy 0 i127) 


i=1 


【3361】 证 明 :在 每 一 点 都 不 连续 的 狄 利克 雷 函 数 


1， 并 为 有 理 数 ; 
yn0=| 
0， Z 为 无 理 数 
满足 方程 y: 一 y 二 0. 
证 当 xz 为 有 理 数 时 ,y 一 y= 二 1 一 1 二 0; 当 xz 为 无 理 数 时 ,yy 一 y= 二 0 一 0 二 0. 因 此, 不论 z 为 任何 实数 
工 , 均 有 yy=0. 


【3362】 设 函 数 f(z) 定义 于 区 间 (a,5) 内 .在 怎样 的 情况 下 ,方程 f(x)y==0 在 a 二 x<b 时 有 唯一 连续 
的 解 y= 二 0? 

解 函数 f(z) 的 非 零 点 的 集合 在 区 间 (a,5) 内 是 处 处 稠密 的 , 即 f(z) 的 零点 的 集合 不 能 充满 区 间 
(a,6b) 的 任意 一 个 子 区 间 (a,B)Cla,b). 此 时 ,方程 f(x)y 一 0 有 唯一 连续 的 解 y 二 0. 事实 上 , 设 > 一 >(z) 为 
方程 f(x)y 二 0 的 一 个 连续 解 ,xo E (a,65), 则 

(1) 当 f(zo) 关 0 时 ,显然 有 ?>(zo) 一 0; 

(2) 当 f(zo) 一 0 时 ,由 f(x) 的 非 零点 的 稠密 性 知 ; 存 在 数列 {x } ,满足 x, 一 zxo 及 f(xs) 关 0 (一 1，2， 
…). 于 是 ,ylzx;) 二 0. 由 y(Cz) 的 连续 性 即 得 2(zo) 一 yiimzo) 一 1imy(zo) 一 0 
于 是 , 当 a 二 x 过 b 时 , y 圭 0. 

反之 , 若 方程 f(x)y 一 0 在 (a,5) 内 只 有 唯一 的 连续 解 y 一 0, 则 f(z) 的 零点 集 必 不 能 充满 (a,5) 的 任何 
子 区间 . 事实 上 , 设 在 (a,5) 的 某 子 区 间 (a,8) 上 了 f(x) 二 0. 定义 (a,6) 上 的 晴 数 mw(z) 如 下 : 


0， a<xz<ao 二 好 ， 
4 _ _B-a —a B—a 
al” a Se), 4+ rot pi 


-a | ，o 叶 + 后 “<z<o+ 卫 (8-a ， 


0， at+ (Bo) <z<b. 


* 在 陈述 本 节 大 多 数 题目 时 ,无 条 件 地 假定 隐 范 数 和 它们 的 相应 导数 存在 的 条 件 满足 . 
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如 图 6.27 所 示 , 图 中 oj 一 o 吓 全 ，c 一 o 十 全 *，c 一 十 六 人 全. 


显然 ,yo 《Xx) 半 0, 但 y=m(z) 是 方程 f(x)y 二 0 在 (a,6) 上 的 一 个 连续 解 . 

【3363】 设 函 数 f(z) 和 g(x) 在 区 间 (a,b) 内 有 定义 且 连 续 . 在 怎样 的 情况 下 ,方程 

f(x)y= g(r) 

在 区 间 (a,6b) 内 有 唯一 连续 的 解 . 

解 ”下面 三 个 条 件 显然 是 必要 的 ， 

(1) f(z) 的 零点 必须 是 g(x) 的 零点 ,否则 y 无 解 ; 

(2) 了 f(z) 的 非 零点 集合 必须 在 (a,5) 内 称 密 . 否则 ,存在 (a, 有 Clab), 当 xE (l(a, 有 时 , 恒 有 f(x) 一 
&(X) 二 0. 从 而 当 xE la,B) 时 ,任意 改变 原 方程 一 个 连续 解 >(z) 的 函数 值 (但 保持 连续 性 ) 就 得 出 原 方 程 的 

一 个 连续 解 ( 参 看 3362 题 的 图 ) ,此 与 原 方程 连续 解 的 唯一 性 矛盾 . 
(3) 如 果 人 Xn>To， (xr) 关 0 (2 一 1,2,…) 均 有 


limSe 一 yo (yo 是 有 限 数 且 只 与 Xo 有 关 ). 


显然 ,如 果 上 述 极限 不 存在 或 对 不 同 的 数列 取 不 同 的 值 均 导 致 y 不 连续 . 
反之 ,车 上 述 三 个 条 件 满足 ,我 们 证 明 原 方程 的 连续 解 存在 且 唯 一 . 事实 上 ,这 时 令 


5 ， 在 f(z)0 的 点 ， 
yo (7X)= ) 
lim§ ， 在 f(z)==0 的 点 ， 


这 里 任 取 z 一 z，Fz) 天 0 (一 1,2,…). 易 知 %(z) 是 (ao 内 的 连续 函数 且 满 足 原 方程 , 即 是 原 方程 的 一 
个 连续 解 . 现 若 原 方程 在 (a,5) 内 还 有 一 连续 解 y 二 yi (x), 则 

fx)y x)=g(r), f(r)yo lx)=g(r) (a<zr<b). 
Ste 
flxo 


…) 则 根据 y, (zx) 的 连续 性 ,得 ”yi (zo) = limy, (x lim$ 三 yo (zxo). 


对 任何 Xo El(a,b), 车 f(xo)A0, 则 3 (xzo ) 一 一 yo(Cxzo)3; 若 (zxzo) 一 0, 取 Tn To, CCzo) 天 0 《2 一 1,2， 


于 是 ,yi(z) 三 yo (z) (a 过 x 之 5) ,唯一 性 获 证 . 
【3364】 已 知 方程 
22 十 好 一 1， (1) 
设 
y=y(x) (一 1 委 z 委 1) (2’) 
为 满足 方程 (1') 的 单 值 函数 . 
(1) 有 多 少 单 值 函 数 (2') 满 足 方程 (1')? 
(2) 有 多 少 单 值 连续 函数 (2') 满 足 方程 (1')? 
(3) 设 :( i )y(0)= 二 1;( 诈 )y(1)==0, 则 有 和 多少 单 值 连续 函数 (2') 满 足 方程 (1 )? 
解 (1) 无 限 个 .例如 , 令 


Vi 到， 一 1 过 xz<l 且 z 关 十 ， 
yn(X)= 


; 1 


— Vl—zx,， Z 一 本 (2 一 1,2,3，…)， 
则 显然 y= yz) (za 一 1,2,3,…) 都 是 满足 方程 (1 ) 的 单 值 函数 . 

(2) 二 个 :y= 二 一 V1 一 及 y= 二 V1 一 x. 

(3)( |i) 满足 条 件 y(0) 二 1 的 仅 y= 二 V1 一 x? 这 一 个 连续 函数 ， 

(ji) 满足 条 件 y(1)==0 的 有 y M1 一 zx 及 y 一 V1 一 x 这 二 个 连续 函数 . 
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【336s】〗 已 知 方程 


设 
yy 一 yz) (一 ceo<z< 忆 十 co) 《2 ) 

是 满足 方程 (1') 的 单 值 函 数 . 

(1) 有 多 少 单 值 函数 (2 ?满足 方程 (10)? 

(2) 有 多 少 单 值 连续 函数 (2') 满 足 方程 (1')? 

(3) 有 多 少 单 值 可 微 函数 (2') 满 足 方程 (1')? 

(4) 设 :(i)y(GD0=1 Cii)y(0) 一 0, 则 有 多 少 单 值 连续 函数 (2 ) 满 足 方程 (1 7? 

(5) 设 1) 一 1 及 8 为 充分 小 的 数 , 则 有 多 少 单 值 连续 函数 ?一 >(z) (1 一 8S<z<1 十 9) 满足 方程 (1 )? 

解 (1) 无 限 个 . 例如 ， 


都 是 . 
(2) 四 个 :> 一 一 z.y 一 zy 一 |z| 和 3 一 一 |z|， 
(3) 二 个 :y 一 一 和 yy 一 工 . 
(4) (站) 二 个 :y=xz 和 y= |z|;(ii) 四 个 : 即 (2) 中 之 四 个 . 
(5) 一 个 :y 一 Z. 
【3366]+ 方程 x: 十 六 二 x 十 y: 定义 出 多 值 函 数 y>(z). 函数 在 怎样 的 区 域内 : 
(1) 单 值 ，(2) 有 二 个 值 ，(3) 有 三 个 值 ，(4) 有 四 个 值 ? 
求 此 函数 的 分 支点 及 它 的 单 值 连续 的 各 分 支 . 


解 由 必 十 一 zt 十 y! 得 六 一 六 十 (zt 一 x) 一 0. 解 之 ,得 Y 一 去 士 \/ 子 十 一 x'. 一 共有 单 值 连续 


的 六 支 ,其 中 当 士 十 一 z' 之 0 即 |z|<A/ 时 有 二 支 ， 


wt VTLte, lz<V SE, w=—Ni+r VT+te-, lz SE. 


2 
而 当 0<< 工 十 之 一 坟 生 (二 即 1< 芝 <1 和 他 时 有 四 支 


加 一 A/ 误 一 /于 十 之 一 必 ， 1<z<A/ Se, 多 一 A/ 到 一 /于 十 也 一 习 ， /SE <<-1 


此 外 还 有 一 个 孤立 点 (0,0) (参看 1542 题 的 图 像 ). 考虑 上 述 六 支 的 公共 定义 域 知 ; 
(1) 没有 单 值 区 域 . 


(2) 双 值 区 域 为 0<1z|<1 及 xz= 士 \/ 1 
(3) 三 值 区 域 为 x 二 0 及 z 一 士 1. 


(4) 四 值 区 域 为 1<|zl<A/ 世代 .支点 的 必要 条 件 为 [y 一 十 (zt 一 开 )], 一 0, 即 4y 一 2y 一 0 于是， 


1 


y=0 及 y 一 土 言 ' 由 9 一 0 解 得 ~0 及 x 一 士 1; 而 由 > 一 土 襄 解 得 7 一 二 1 .经验 证 ,得 六 个 支点 : 


万 
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(一 1,0)， (1,0), ( 1+Y2 3E 


(VY: 吝 .- 太 ) ( :3 , 坟 ) ( /1 十 V2 大) 

2 ”万 2 Va) 2 ” Va 

【3367】 求 由 方程 (x? 十 y)? = 二 xz? 一 y 所 定义 的 多 值 瑞 数 y 的 分 支点 和 单 值 连续 的 各 分 支 
3 一 yz) 【〔〈 一 1 魏 z 魏 1). 


2 3 
解 由 (Zz? 十 Y)* 一 x: 一 y? 得 二 (1 二 +2x 法 时 十 1 


因为 当 |zj 和 1 时 ,V8zr 十 1 之 1 十 2x? , 故 单 值 连续 的 各 分 支 为 (共有 四 分 支 ) 


wW8z 十 1 一 (1 十 2z:) 
2 


y=e(z) (一 1 委 z 委 1)， 


其 中 es(z) 分 别 为 1， 一 1，sgnz， 一 sgnz. 
下 面 再 求 分 支点 : 
[zz 十 只) 一 2 十 % 末 一 2(0z2 十 只)2y 十 2y 一 0， 
解 之 得 y 二 0, 从 而 得 z 一 0 及 z== 土 1, 经 验证 得 分 支点 为 
《0,0), (1,0) 及 (一 1,0). 
【3368】 设 函 数 F(z) 当 a<z<2 时 连续 ,函数 (>) 当 c<y><d 时 单调 增加 而 且 连 续 . 在 怎样 的 条 件 
下 ,方程 wp(y)= 王 7z) 定 义 出 单 值 函 数 > 一 p ![f(x)]? 
研究 例子 ;( | )siny 十 shy 二 x; (ii )e > 一 一 sin2xz， 
解 ” 根 据 p(y) 的 严格 增加 性 以 及 p(y)、f(z) 的 连续 性 可 知 ,车 存在 (xo，, yo) 满足 p(yo) 二 f(xzo), 则 在 
zo 近 旁 由 方程 p(y) 二 f(x) 可 唯一 地 确定 y 为 z 的 单 值 连续 薄 数 
y=9 [f(x)] (满足 一 po [f(zxo)])， (1) 
若 更 设 满足 不 等 式 
Mim pW fr) lim plz) (a<xr<h), (2) 
则 显然 函数 (1) 是 整个 4 二 x 二 5 上 定义 的 连续 函数 . 
(| 站) 设 p(y) 二 siny 十 shy 〈 一 co<<y 挟 十 ceo) ,FFCz) 一 z (一 co<7z< 十 co). 由 于 8 (y)=cosyt+ chy> 
0 (一 co<y< 十 co), 故 gp(y) 是 一 cc<y 忆 十 cc 上 的 严格 增 函 数 , 又 显然 有 
Wim p(y) 二 一 co， dim p(y) 二 十 co， 
故 不 等 式 (2) 满 足 . 于 是 ,由 方程 sny 十 shy 一 z 唯一 确定 y 为 zx 的 连续 函数 , 它 定 义 在 整个 数 轴 : 一 < 
< 二 oo 上. 
(ip(y)= 一 e ?及 f(r) 二 一 sin?z 虽然 也 满足 题 设 条 件 , 但 此 方程 是 矛盾 的 (e 二 0, 一 simz 委 0), 即 
不 存在 点 (zo,y), 使 有 em 一 一 sinzro. 因此 ,不 能 定义 y 为 工 的 单 值 函 数 . 
【3369】 设 
一 y 十 2(y)， (1) 
其 中 pg(0)=0, 且 当 一 a 二 y<a 时 (y) 连 续 并 满足 1p (y) | 三 k 过 1. 证明:; 当 一 之 zx<e 时 存在 唯一 的 可 微 函 
数 y 一 y(z) 满 足 方程 (1) 且 y(0) 一 0. 
证 设 Flr,y) 二 xz 一 y 一 p(y), 则 
(1 ) 由 于 p(0) = 一 0, 故 FF(0,0) 一 0 
(|)》 当 一 ce<z< 十 ce ,一 a 之 y<a 时 ,F(z,y), Fi(z,y) 及 F(x,y) 一 一 1 一 g (y) 均 连续 ; 
( 莉 ) 下 2(0,0) 一 一 1 一 多 (0)<0, 当 然 下 (0,0) 天 0， 
于 是 ,由 隐 范 数 的 存在 及 可 微 性 定理 知 :存在 se>0, 使 当 一 ec<z<e 时 ,存在 唯一 的 可 微 函 数 > 一 y(z) 满 
足 方程 zx 一 ?十 P(y) 及 >y(0) 一 0. 
【3370】 设 > 一 y(z) 为 由 方程 zx 一 &y 十 PC(y) 所 定义 的 隐 范 数 , 其 中 常数 & 尖 0, 且 p(y) 为 以 w 为 周期 的 
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可 微 周期 函数 , 且 | 9 Cy) | < 1A| .证 明 :y 一 让 十 内 z) ,其 中 Wz) 为 以 |&lo 为 周期 的 周期 函数 . 


证 由 于 z 一 妃 十 9C3), 故 径 一 对 多?). 又 因 上 8 Cy) 1 过 14 , 故 币 与 4 同 号 , 即 z 为 y 的 严格 单调 函 


数 , 且 为 连续 的 . 由 于 w(y) 是 连续 的 以 w 为 周期 的 函数 , 故 有 界 , 从 而 , 当 A>0 时 ， 


lim z 一 一 ceo， lim zx 一 十 co 
ye 一 ce 3 十 oo 

当 &<<0 时 ， lim Z 一 十 co， lim TX 二 一 00; 
yy 一 oo y+ 


由 此 可 知 , 其 反 函 数 > 一 y(z) 存 在 唯一 , 且 是 一 co<z< 十 cc 上 有 定义 的 严格 单调 可 微 函 数 . 令 


yD) 一 于 一 7) (一 ce<z<< 十 co)， 
则 由 xz 二 ky(zx) 十 gLy(x)], gLy(z) 十 wj 二 gLy(x)] 知 ， 
Xkw=ky(r)+oLy (rz) 1+kw=k[L yx) +ow] 二 gLy(r) tw]. 
从 而 ,根据 反 函 数 的 唯一 性 ,得 
y(z 十 bu) 一 y(z) 十 ww 〔 一 co<z<< 十 co). 
由 (1) 式 与 (2) 式 ,得 
z+ ho) =y(z+ ho) — = yz) Er) (一 co<z<< 十 co)， 
同 理 可 证 VCZz 一 Auo) 一 Wz) 〈 一 co<xc< 民 十 co)， 
故 %z) 是 以 |&lo 为 周期 的 周期 函数 . 由 (1) 得 
y=y(z)—Tr+y). 
证 毕 . 
对 于 由 下 列 各 方程 定义 的 函数 >, 求 y 和 >y: 
【3371】〗 xz:++2xy—y =a’. 
提示 可 用 直接 求 导 法 或 微分 法 解 之 .但 必须 注意 ,在 使 用 微分 法 时 ,di 二 0. 
解 ”用 求 导 及 微分 两 种 方法 解 之 ， 


解法 1: 
等 式 两 端 分 别 对 z 求 导数 ,得 2z 十 2y 十 2zy 一 2yy 一 0,， 故 有 
/yy 十 工 
3 一 并 
再 对 上 式 求 导 数 , 得 
wr_ (2 一 zT)(CY 十 1) 一 (y 十 zy 一) 23y 一 2zy 2y(y—7x)—2r(y+ x) 
> (y— 7x) 《y 一 工 )2 (y 一 工 )3 
_2(Y 一 2zy 一 袜 ) 2a: 2a 
(3 一 工 )3 (7 一 Z)3 (zz 一 y)3 
解法 2: 


等 式 两 端 分 别 微分 ,得 
2xzdz 十 2zdy 十 2ydz 一 2ydy 一 0， 


电 一 2 十 工 
故 有 dr yy 一 并 


对 (1) 式 两 端 再 微分 一 次 ,并 注意 d* 工 二 0, 得 
dz 十 2dxdy 一 dy 十 (x 一 y)d:y=0， 


故 有 
dy (dyy 2CGy+2) (y+txy 
dy_lt2a (全 ) _1+ 一 工 (2) _ 2a 
dx? 3 一 工 y 一 并 ( 工 一 7)3 
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(1) 


(2) 


(1) 


[3372] ln Vxr:++y =arctan 之 . 
提示 仿 3371 题 的 解法 . 


解 、 解 法 1: 等 式 两 端 对 = 求 导数 ,得 2 25 一 下 一 交 解 之 即 得 
并 十 多 xy 


/ZX 二 y 
工 一 多 
将 上 式 再 对 工 求 导 , 得 
y= (xz—W ty )— r+ yy) 2Cry —y) 2x(zx+y) 2y(x7y) ,2x Ty) 


(xz— y)’ (zx—y)’ (zx—y)’ (xz—y) 
解法 2: 等 式 两 端 分 别 微分 ,得 于 十 当 > 一 子 生 间 5， 解 之 即 得 
dy_z+ty 
dx Zzx—y. 


对 xdz 十 ydy 二 xdy 一 ydz 再 微分 一 次 ,得 
dx: 二 dy: 十 yd? y= 二 zxdy’， 
dy__l1. dy _ (CCz 一 ?六 十 (z 十 功 2x y) 
故 有 dx? zsL1+ (EE) | (zx—y)’ (xz—y) 
以 下 各 题 根据 情况 采用 直接 求 导 法 或 微分 法 . 


〖【3373】 y—esiny=z (0<e<=<1). 
提示 采用 直接 求 导 法 较 好 . 
解 ” 等 式 两 端 对 工 求 导数 ,得 y 一 ey cosy 二 1, 故 有 


一 1 
1l—ecosy” 


了 
| wn ey siny Esiny 
将 上 式 再 对 z 求 导数 ,得 > (1 一 scosy) (1 一 ecosy)3 
【3374】 x’=y (zy). 
提示 等 式 两 端 取 对 数 后 ,采用 直接 求 导 法 . 


解 ” 取 对 数 得 ylnx 一 xlny 或 Em (zx>0, y>0). 


证 


两 端 对 x 求 导数 ,得 ] 一 jnz= 症 4 一 Im) ， 故 有 


Eo 多 


/_ 昂 (1 一 inz) 
> x (1—lny)” 


将 上 式 再 对 z 求 导数 ,得 


y 1 


2 2 1/ 
> = zd (#0 200 -Ey -no [e221] 


1 
Xxi(l—lny)’ 


BE 
{3375 y=2zxarctan 立 . 
提示 先 将 原 式 变形 为 宇 一 2arctan 站 ,其 中 之 去 1. 采用 微分 法 后 ,可 得 d( 也 ) 一 0, 即 zy 二 2 一 0， 


可 得 径 一 衬 . 再 采用 直接 求 导 法 ， 易 得 9 学 一 0 
TT 要 


解 之 一 2arctan 衬 , 显 然 之 和 1. 两 端 微分 ,得 
工 z 工 


于 是 ,d( 之 ) = 0, 即 ze 二 >G 一 0, 故 有 至 一 


> 四 

x 
x 4 ， 

将 上 式 对 求 导数 , 即 得 Y= 3 一 0. 


【3376】 证 明 : 若 1 十 zy 一 k(x 一 y) , 式 中 为 常数 , 则 成 立 等 式 


dz __dy 
1 二 xz 1 十 只 
证 明 思 路 对 等 式 1 十 Xxy 二 k(x 一 y) 两 端 微分 ,得 xdy 十 ydz 二 k(dzx 一 dy) 及 
(zx—y) (zxdy ydzx)—=k(zx—y) (dzr—dy)= (lzy) (dzr— dy). 
命题 易 获 证 . 


证 将 等 式 1 十 xy 一 k(x 一 y) 两 端 微分 ,得 
Zzdy 十 ydz 一 &(dz 一 dy)， 
故 (Z 一 y)(zdy 十 ydz) 一 R(CZz 一 y)(dz 一 dy) 一 (1 十 zy)(dz 一 dy)， 
dz _ dy ,rb 
简化 即 得 sz 一 42 证 毕 
【3377】 证 明 : 若 Ty 十 ZX 十 y :一 1 一 0， 
则 当 zy>>0 时 成 立 等 式 dy 


1—x 1 一 二 
了 


证 明 思 路 先 对 所 给 等 式 两 端 微分 ,得 


Z(% 十 1)dz 十 y(zz 十 1)dqy 一 0. 
再 由 x 十 x 十 一 1 二 0 可 解 得 


2zy dz 十 2z2ydy 十 2zdz 十 2ydy 一 0， 
即 


Z( 妈 十 1)dz 十 y(z 十 1)dy 一 0. 
由 zy 十 ZX 十 一 1 一 0 可 解 得 


/ly ,+ /lz 
xz 一 十 ilty’ >» 二 1 二 zx" 


dz 
十 
V1l—x 
【3378】 证 明 :方程 


因为 zy>0, 故 知 z,y 应 同 取 正 号 或 同 取 负 号 . 不论 取 什么 符号 , 当 用 (2) 式 代 人 (1) 式 后 , 均 可 得 


dy 


I 0. 

(T+y) =a (zi—y) (aK0) 

在 点 x 二 0,y 二 0 的 邻 域 中 定义 出 两 个 可 微 函 数 :y 一 yi(z) 和 y 二 yz (Cz). 求 yi(0) 及 yi(0). 
解 (好 十 如) 一 az 一 光 ) 和 即 


yy 二 (2r:+ta)y (err)=0. 
解 之 得 


2 一 (2x 二 a) 二 V8a’ x +a 
2 
《 根 号 前 取 正 号 是 由 于 之 0). 记 


2 2 4 2 ,2 
yA te 2 pr) 


由 于 zy>0, 故 知 x,y 应 取 同 号 .不 论 工 ,y 同 取 正 号 还 是 同 取 仙 号 , 当 用 (2) 式 代入 (1) 式 后 , 即 获 证 
证 将 所 给 等 式 两 端 微分 ,得 


(1) 


(2) 


(1) 


(2) 


不 难看 出 (0,0) 为 分 支点 .从 点 (0,0) 出 发 ,有 单 值 连续 的 四 个 分 支 : 

太一 zz) ， 0 委 z< 委 6; 3 一 zz)， 一 SSz< 委 0; 

3 一 一 jz)， 0 委 z 魏 和 y=— f(r), 一 G 委 xz 委 0. 
这 几 个 单 值 分 支 能 否 组 成 (一 8,6) 上 的 可 微 函 数 , 主 要 是 看 组 成 的 函数 在 x 一 0 是 否 可 微 . 为 此 ,研究 各 分 支 
在 点 x 二 0 处 的 单 侧 导 数 . 


,Olim m0) jm fs) jm /VB ta 2 a 
Yt z+0 zx—0 +0 三 oz 2 


= Jim V8a ra 27a im,/ 8a: zx 二 +a'—(2z ta )’ 
+0 2 +d 2z2(wV8a2z2 十 ao 十 2z2 十 a2) 
lm /- 4a-4r -1 
<+dV 2(wV8a2zz 十 0 十 2z2 十 a2) 
同 法 可 得 
2 _ 2 四 2 
WO)= lim Fl, o 0)= im hl, 0) = lim -A =. 
由 上 可 以 看 出 
Cz) fr), 0 过 XT<6, 及 Cz) 一 (zz:)， 0 和 z< 0， 
二 x)= 
fr), -6<reo, 2 fz), 一 5<z<0 


是 仅 有 的 两 个 过 点 (0,0) 的 可 徽 函 数 , 且 
YC0)==1] 及 有 (0) 一 一 1， 


* ) 此 方程 的 图 像 系 双 纽 线 (图 6.28), 它 的 极 坐 标 方程 为 到 一 acos20. 以 上 作法 及 结论 由 图 很 容易 
看 出 . 


图 6. 28 


【3379】 设 : (z+y) 3r yy, 
求 y 当 zx=0 和 y=0 时 的 值 . 
解 ” 本 题 讨 论 方法 与 3378 题 类 似 , 但 由 于 不 能 直接 解 出 y= AF(z) , 故 只 能 用 隐 范 数 表示 . 由 (到 十 交往 
二 3z?y 一 yy" 得 
zi 十 (2y 一 3)z 十 y 十 y= 二 0. 


解 之 得 
1 一 《3y 一 2y") 土 V9y —16y 
2 。 
3y~2y + VIV 16y 
令 g(y)= > » y > > ， 


一 pz 2 TE 
hy) =3> 2y > 16y ， 


则 不 难 验证 :在 y=0 的 邻 域内 均 有 gCy) 之 0; 而 仅 当 y 之 0 时 才 有 h(y) 之 0. 于 是 ,点 (0,0) 为 支点 , 且 从 该 点 


出 发 ,有 六 个 单 值 连续 分 支 : 
1.zi 一 VS8(Cy) ,0 委 y<ei 它 在 0 区 z<8 上 定义 隐 范 数 y 一 户 (z). 
了 一 一 VS8(O) ,0 和 ?<ei 它 在 一 9S<z<0 上 定义 隐 函 数 ?一 户 (z). 
Zi 一 VB(Y) ,一 ecy 委 0; 它 在 0 过 z<f 上 定义 隐 范 数 y= 户 (z). 
4.T4 二 一 Vg(y) 一 sy 魏 0; 它 在 一 6<z 委 0 上 定义 隐 项 数 y= f(z). 
Zs 二 VMhly) ,0 巡 y<ei 它 在 0 过 z<G 上 定义 隐 范 数 y 一 广 (z). 
Zs 一 一 MVhly) ,0 委 y<e 它 在 一 9<z<0 上 定义 隐 范 数 y= fo (zx). 
上 述 隐 范 数 的 存在 性 , 易 从 对 右 端 y 的 表达 式 求 导 数 而 导数 不 为 零 获 证 .因此 ,只 要 求 上 述 六 分 支 在 原 
点 的 单 侧 导数 . 


了 一 ]: fi (Z) 一 户 (0) y 
f1+ (0) lm = 0 dm Ey 


| 2y - / 2y 
一 = lim 一 -一 1lim 一 
3y—2y 二 V9y: 一 1l6y’ +0VY 3 一 2y 十 V9 一 16y 


Co 


cn 


f 4- (0)= m L422) fc0) 一 lim — 2 =0. 
lm zx—0 盖 +0 一 WECy) 
/ _ 1 A £0 . y . 一 之 
f s+ (0) lm 一 Jimz 一 JE 
lim 2z lim /|2z: (V9z 二 16z’ 十 3z 十 2z?) 
+ 人 V9zr F162 — 3z— 2x? +6N (9z’ 十 16z3)—(3z 二 2z:)? 
lim /2CYV9 十 16z 十 3 十 2z) _ V3. 
zw 十 0 4 一 4z 
一 A ， 2 一 一 
(0)= lm 一 lim C—O = —(—Y3)=V3. 
/ Ve 
一 大 2 ; y 
fs+ (0)= lim J 
= lim 2y: = jim 2y: (3y—2y:+ V9y —16y) 
sto 3y—2y — V9y I6y ste (3y—2y):—(9y—16y) 
jm \/2G- 2y 十 Vi655) 
一 im/ 一 一 一 一 一 一 V3. 
y+0 4 十 4y 
一 ) y 二 
fs (0)= lim lim— FD 
于 是 ,上 述 六 个 单 值 连续 分 支 可 组 成 三 个 (一 8,6) 上 的 可 微 函数 y= y(zx) (i=1,2,3): 
万 (z)， Z 之 0， 
( )=| 1(0)=0; 
1 filx), Zz<0 > 
falx), 之 0， ， 
Co 一 1 3 一 2%(0) 一 一 3 3 
felx), Z<0 
《 )， 之 0， 了 
wo= 人 人 ”0 一 5 
filz), Z<0 
x ) 此 方程 的 图 像 为 三 办 玫瑰 线 ( 图 6.29), 它 的 极 坐 标 方程 为 
7 一 4sin30. 


以 上 作法 及 结论 ,由 图 很 容易 看 出 
【3380】 设 z 十 zy 十 y= 二 3, 求 y ,yy 及 y”. 
提示 采用 直接 求 导 法 . 
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解 ”等 式 两 端 对 z 求 导数 ,得 2z 十 ?十 zy 十 2yy 二 0. 于是， 


/ 27z 十 y 
了 并 十 2y 
再 对 上 式 求 导数 ,得 
pn 1 / 上 7 一 18 
y= Tay {(2+y ) (z+2y)— (2y )(2zrty)} Ty 
wm 54 ,162x 
YT ty tyr 


〖【3381】 设 z: 一 zxy 十 2y 十 x 一 y 一 1 二 0, 求 y ,yy 及 y 当 z= 二 0， y= 二 1 时 的 值 . 
解 ”等 式 两 端 对 zx 求 导数 ,得 


2z 一 y 一 Zy 十 4yy 十 1 一 y 二 0. (1) 
以 zx 二 0,y 二 1 代 和 人 (1) 式 ,得 y 一 0. 
X=0 
y=1 
将 (1) 式 再 对 z 求 导数 ,得 
2—y—y—zxy+4y’ 十 4yy 一 光一 0. (2) 
以 zx 一 0,3y=1,y 二 0 代入 (2) 式 ,得 y 一 一 之 
天 一 由 
3 一 1 
将 (2) 式 再 对 工 求 导数 ,得 
—3y—zy +l2yy +4yy — y=0. (3) 


以 Z 一 0， 了 1， 0， y= 3 代入 (3) 式 ,得 


了 


一 一 二 
5 


r=0 
y=1 


【3382】〗 证 明 : 对 于 二 次 曲线 azx? 十 2bxy 十 cy 十 2dzx 十 2ey 十 f= 二 0， 


成 立 等 式 CY) =0. 
证 明 思 路 ” 原 题 中 的 二 次 曲线 应 是 非 退 化 的 , 即 
a bd 
A=|b c el|0, 
dre ff 


由 A 关 0 保证 光 天 0. 


利用 直接 求 导 法 ,可 得 一 由 此 可 得 


A 
(本 二 cy 二 5 
(yf) -地 一 A- 生 [全 一 ac) 妇 十 2Cbe 一 cd)z 十 oe 一 c 门 ， 
它 是 关于 工 的 二 次 三 项 式 ,因此 ,5[(Y) 于] 一 0 
证 原 题 中 的 二 次 曲线 应 是 非 退 化 的 , 即 


ap dz 
A=|b c ee 天 0， 
de 上 
由 A 关 0 保证 y 关 0. 
等 式 两 端 对 工 求 导数 ,得 
2azx 二 2by 十 2bxy 十 2cyy 十 2d 十 2ey 一 0. (1) 
于 是 ， y 一 一 中 十 锭 二 


bz 二 cy 二 Te” 


(1) 式 除 以 2 后 ,等 式 两 端 再 对 xz 求 导数 ,得 
a 十 2by 十 cy 十 (bz 十 cy 十 ey = 二 0. 


于 是 ， 
py ‘a 二 2by 十 cy 1 
y= 2 Bre 二 Ce te {a(pzr 十 cy 十 @) 一 20(6z 十 cy 十 e) Cart by d)+c(lazrtbytad)’} 
= A _. 
(5z 十 cy 十 e)3 


(YY) $F=A $6rteyte =A $e rte(ey +2bryt2ey) +e: +2ber] 


一 A- 子 [Bx —c(ax’ 十 2dz 十 户 十 26ez 十 e] 一 人 -二 [( 枯 一 ac)z2 十 2(pe 一 cd)z 十 时 一 c 门 ， 


即 (y) - 专 是 关于 的 二 次 三 项 式 , 故 各 [oO $=0. 


求 函 数 z= 二 z(x,y) 的 一 阶 和 二 阶 偏 导 数 , 设 : 
【3383】 zx 十 y: 十 zx? 二 a?. 
解 题 思路 ” 先 对 等 式 两 端 微分 ,得 


Zdz 十 ydy 十 zxdz 一 0. (1) 
注意 dz 二 由 y 二 0, 再 对 (1) 式 两 端 微分 ,又 可 得 
dx’ 十 dy 十 dz?: 十 zd?z 二 0. (2) 
由 (1) 得 dz 一 一 六 dz 一 立 dy, 克 有 
32z__ Zz 2 yy 
ax zz ” 9y 之 
2 2 
由 (2) 及 (1) 得 由 z 一 一 开怀 二 dz 一 2Ydzdy 一 一 二 于 dy , 故 有 
Pz_ 十 大 az zy Gzx__ 好 十 光 
2 2 9zgy z2 gy 2 
以 下 3384 题 一 3387 题 均 可 仿 本 题 求解 . 
解 ” 等 式 两 端 微分 ,得 
Zzdz 十 ydy 十 zxdz 一 0， (1) 
dzz 十 dy 十 dz: 十 zxdzz 一 0. (2) 
由 (1) 得 dz== 一 福 dx 一 闻 dy, 故 有 实 一 于 ， 实 = 一 之 . 
之 z 9z z 9y 之 
由 (2) 得 
=_1 1 1 (zgqr+> 
z= 一 二 (dx? 十 dy 十 dz?) 二 一 记 dz? 一 二 dy ?一声 ( 广 dz 十 之 dy) 
-1/1 gr 25797rdy 1 [142 
一 (1+ 考 )dz: drdy 了 (1 十 氮 )dy"， 
oz_ 1 ZY +r’ az _ xy Pz__Zty 
故 有 (ti) 5 
【3384】〗 xz: 一 3zyz 一 a3 . 
解 ”等 式 两 端 对 工 求 偏 导数 ,得 
9 
3z2 于 3yz 37y 区 一 0， (1) 
于 是 , 综 == 二 巡 一 . 同 法 可 得 昱 一 一手 
”gx zi— 9y zi:—xy 
(1) 式 除 以 3 后 再 分 别 对 z 及 对 y 求 偏 导数 ,得 
az 十 zz az oy yo 9z_ 32 十 (zz 9 9z— 
2z 到) 十 z 了 2y 地 Ty 52 一 0， (2 z) 卫 十 (z T2)3297 < yy 0. 


将 了 = 及 5 > 代入 上 述 两 式 ， 化 简 整理 得 


Oz 2xy diz _ x(x —2ryz: — x y) 
az (wzry)’ azay (xz 一 工人 )3 “ 
二 ER 2z3 yz 
一 ”> 
同 法 可 得 ay [7 


【338S]〗 >z 十 y 十 = 一 时， 
解 ”等 式 两 次 微分 ,得 


dx 十 dy 十 dz 二 edz， (1) 
_ 1 
故 有 dz 一 Ty i dtdy). 
于 是 ， 9z_ gz 1 


az ay zytei 再 将 (17 式 微分 一 次 ,得 
dz 一 ed 十 erdz2 ， 


故 有 dzz Le (dz)2 一 (dzz 十 2dzdy 十 dy2)， 
e—1 (es 1 


于 是 Ox_ Ox _ Ox ez 工 十 y 十 之 
’ az2z 3xzay 9y 《ee 一 1)3 (zz 十 y 十 zx 一 1)3 


【3386】 z= wz 一 六 tan 


解 设 r 一 V 丈 一 克 , 则 过 一 lan 二, 过) 一 一 


2 
” 1+( 三 ) 
从 而 有 d( 过 ) 一 0, 或 rdz 一 =dr 一 0, 即 
dz 一 二 (zdz 一 ydy). (1) 
9Z_ Xx_ Xz 9z_ YZ_ YZ 
于 是 ,5 一 元 Ty ay 7 zi—y 
由 (1) 得 
(x —y:)dz= zzdzr— yzdy. (2) 


(2) 式 再 微分 一 次 ,得 
(x:—y)d:z (2zdz 一 2ydy)dz 十 zdzdz 十 zdz2: — ydydz— zdy? 


一 一 (zdzr 一 ydy) | 区 | +adz —zdy 


一 zs[—zxidzr +2zydrdy— ydy’ 二 (xz:—y)dr—(r:—y)dy |] 


zx? —y 
_ z(—y:dzx’++2zxydzxdy— x:dy’) 
zy 
于 是 Pe I) Or 
» ax: 《2z2 一 %2)2 axzay (z2 一 好 )2 7? day? (zx: CO—y 


【3387] zy 二 z=e “tt?. 


解 等 式 两 端 对 z 求 偏 导数 ,得 1+ Ee 0 (1). 


9 
于 是 ， 荆 一 一 1 利用 对 称 性 ,得 茜 一 一 1 
> 
gz dz gx 
见 一 二 一 一 二 一 二 
显 见 3 yay 0. 


【3388】 设 : Z2 十 史 十 对 一 3zyz 一 0 (1) 


且 大 Czyyyz) 一 并 yz3 
求 f /sanpb ,车 一 z(z, 妨 是 由 方程 (1) 定 义 的 隐 函 数 ,(i )y 一 y(z,z) 是 由 方程 (1) 定 义 的 隐 范 数 . 说 明 为 
什么 这 些 导数 相 异 . 

解 (1 ) 记 F(x,y,z) 二 十 十 xz 一 37yz 一 0, 则 由 方程 (1) 所 定义 的 隐 冰 数 z 一 z(x,y) 的 偏 导 数 
z(x,y) 在 (1,1) 点 的 值 为 


d 
元 F(z， 9 


是 (关上 十 2 一 3z) 
村 


F’(1,1,1) 
F’(1,1,1) 


zs(1,1) 


一 :一 一 1 


d 
二 (1 19z) i 


入 (2+ — 3z) 
TX 


z=1 


于 是 ， 


9 , 
3zLf Cry, z(x,y))] Gy _ zz(1,1) 一 1 十 3( 一 1) 一 一 2. 


一 世 也 
= (zx,1,1) | ,+2 


d 
dz FT’1:1) | 


Ch) yD) FT 一 1. 
2 FQ,yD | 
dy y=1 
于 是 ， 
了 [7 (zz)z)] 二 flzr,1,1) 十 也 fll,y;1) “2(1,1) 一 1 十 2( 一 1) 一 一 1 
3z- TY | dz/ XT zi1 dy 2 -12 ， 


由 《ji ) 与 Ci ?所 求 得 的 对 z 的 偏 导 数 在 (1,1,1) 点 的 值 不 相等 ,可 说 明 如 下 : 

方程 F(x,y,z) 二 0 代表 一 个 空间 曲面 ,而 f(z,y,zx) 表 示 定 义 在 这 个 曲面 上 的 一 个 函数 . 函数 GCz,y) 
三 f(z,y,z(z,y)) 表 示 把 原 曲面 上 的 点 投影 到 Oxy 平面 上 后 , 原 曲 面 上 的 函数 看 成 在 Ozy 平面 上 定义 的 
一 个 函数 ,G-(z,y) 表 示 此 函数 在 Oz 轴 方 向 的 变化 率 , 它 不 仅 包 含 了 原来 函数 在 Oz 轴 方 向 的 变化 率 ,还 
包含 了 原来 函数 在 Oz 轴 方 向 的 变化 率 的 一 部 份 , 同样 地 , (zx,zx) 一 f(x,y(zx,z),z) 表 示 把 原 曲 面 上 的 点 
投影 到 Ors 平面 上 后 , 原 曲面 上 的 函数 看 成 在 Oxz 平面 上 定义 的 函数 , Hz (z,z) 表 示 此 函数 在 Oz 轴 方 向 
的 变化 率 , 它 不 仅 包含 了 原来 函数 在 Oz 轴 方 向 的 变化 率 , 还 包含 了 原来 函数 在 Oy 轴 方 向 的 变化 率 的 一 部 
份 .一般 地 ,原来 函数 在 Oy 轴 和 Ox 轴 方 向 的 变化 率 的 那 两 部 份 是 不 相等 的 . 


Oz Giz giz 
az2 Ix9y’ a7 z=1 一 2,z 一 1 时 的 值 . 


解 ” 等 式 两 端 微分 一 次 ,得 2xdzx 十 4ydy 十 6zdz 十 xdy 十 ydx 一 dz 二 0. 


【3389】 设 式 十 2 十 3 十 xy 一 z 一 9 二 0, 求 二 二 


即 
(1 一 6z)dz 一 (2z 十 y)dz 十 (4y 十 工 )dy。 (1) 
再 微分 一 次 ,得 
(1 一 6z)dzz 一 6dz2 十 2dz2 十 2dzdy 十 4dy2 . (2) 


以 xz 一 1, y 二 一 2, z 一 1 代入 (1) 式 ,得 dz 一 于 dy 再 以 x 二 1， dz 一 二 dy, 代 人 (2) 式 ,得 


2 2 ，， 2 394 
diz 5 dz 5 dzdy 125dy . 
一 2 Oz 2 Jz __1 9z 394 
于 是 , 当 Z 一 1， 3 一 一 2，z 一 1 时 ， aE 5? 5zay 5 ， ay: 125° 
求 dz 和 dz, 设 : 
2 2 2 
【3390】 过 十 斥 十 所 一 1. 
解 ” 等 式 两 端 微分 一 次 ,得 到 dz 十 部 你 dy 十 区 dz 一 0， 


a 


于 是 ，dz 一 一 邱 ( 2 十 292 )， 再 将 dz 微分 一 次 ,得 


【3391】 zyz 一 z 十 y 十 zx. 
解 ”等 式 两 端 微分 一 次 ,得 


yzdzr 十 zzdy 十 zydz 一 dz 十 dy 十 dz， (1) 
于 是 ， 
dz—— tedy C2) 
Ty 
对 (1) 式 再 微分 一 次 ,得 
2zdzdy 十 2zdydz 十 2ydzdz 十 zyd2x 一 下 >. (3) 
以 (2) 式 代入 (3) 式 ,化 简 整理 得 
dz 一 一 ty(I 一 yz)dz 十 [z 十 y 一 =G1 十 zy)dzdy 十 z(1 一 zz)dyz ) 
_ 213y(1 一 yz)dz 一 2zdzdy 十 工 1 一 zz)dy? )》 


(1—zxy)’ 


解 ” 等 式 两 端 微分 次 ,得 5 于 一 各 一 部. 于 是 ， 


zz 之 


—zCydzr+ zdy) 


dz y(Z 十 z) 


2 
对 (z 十 z)dz 一 zdz 十 dy 再 微分 一 次 ,得 


2 z? 2z 2 z ? 
(z+2z)d?z= 《dz 十 dz)dz 十 dzdz 十 dzdy FY dz + dydz FY 一 (dz 三 dy) 


ziL(ydzrt+zdy)— (z+)dy}: x (ydr— zdy)’ 


y: (z+ 2)? y: (zz)? 
2 __ 2 (ydr—zrdy)’ 
了 是 ， dT ye 
【3393〗】 > 一 过 十 arctan J 
Zz 
解 ” 等 式 两 端 微分 一 次 ,得 ”dz 二 dx 十 1 。 Ce 一 妃 dy 一 ydz 一 dz) 
1 十 一 之 《z 一 了 ) 
《z 一 工 )2 
一 工 
化 简 整 理 ,得 de drt ez Fy TF dy 
再 对 上 式微 分 一 次 ,得 
中 > 一 FDCOED 下 人 [(z 一 阅 " 十 ?(? 十 D]dy(dz 一 dz) 一 (z 一 dy[2(z 一 z)(dz 一 dz) 


十 2ydy 十 dg]} 


， 2 _2(z 一 z)(y 十 1)L(Cz 一 z)2 十 史 ] 
将 dz 代入 化 简 整 理 , 即 有 dz [Cx—z)? 二 yCy+ D1 


【3394】 设 志 一 3(z 十 yy) 区 十 z= 二 0, 求 du. 
解 ” 等 式 两 端 微 分 ,得 3 好 dx 一 3 (dz 十 dy) 一 6u(z 十 y)du 二 3z? dz 一 0. 
_ wi (dzi+dy)—xzdz 
于 是 ， du— ulLu—2(z 二 y)] 
gi 
gxg9y” 


dy . 


【3395】 设 Flz 十 y 十 z, 二 十 十 x) 二 0, 求 
解 ”等 式 两 端 对 工 求 偏 导数 ,得 


F1 (1+ 至 )+F1。(2z+2z 泣 ) 一 0. 


9 F’'++2zxF, 
一 一 二 和 2 (1) 


于 是 ， 3z  F’+2zF’* 
4 az_ _Fi+2yF? 
同 法 可 得 ay Fi+2zF," 
(1) 式 两 端 对 y 求 偏 导数 ,得 
Fz 1 


3 Er TOF {Fit2F LF ), +2r(F2)y J CF!+2zF LP), +2( Fi), +22, » Fi]) 


—— rr {2Cx—2)F1i* (F2) 2 rz)F(F1) —2LF IF str (FE 2) ze’,} 


___ 2(x~z) {FICFS) 一 下 人 CE) 一 2F 2s (Fi+2zF 2) (Fi+2yFs ) | 


(F 1 二 2zF 2)? (F’+2zF ’) 
现 分 别 求 (F1)5 及 (Fs),: (Fi1),=F1， (1 二 +z)+Fi,。 (2y 二 2zz,), 
(F2),=F% * (tz,)+ FY » (2y+2zz’). 


,2(z—y)FS ,2(y—z)F'1 
注意 到 le FIT2zFs’ 2 2 FITaFY' 
即 得 
FICFI—FICF'), 
TAI 2(z— y)F ror 2(y—z)F!1 a 2(z 一 WF2 a 2Cy—z)F' 
FiFn FrioF +PiF ErroF: FFu prioF’ FF FY To 
= Rr {FI Ph 2F FF tPF). 
2 _ — 


azay (F 1+2zF 2)? 0F7 TF22F 7 5 
【3396】 设 F(Cz 一 yy 一 zz 一 ) 一 0, 求 二 和 一 


解 ”等 式 两 端 对 工 求 偏 导数 ,得 


BE4 了 BE4 

下 1 十 下 。 (一 才 ) 上 FE4 (FF-1)=0 
a Fi—Fs , az_ 下? 一己; 
于 是 , 一 = 一 -一 ， 可 二 = 二 一 一 一 . 
是 ,经 一 后 一生。 同 法 可 得 六 -二 


、 gz az 和 ?> 
【3397】〗 设 FCz,z 十 yz 十 y 十 zx) 一 0， 求生 ， '57 和 EE 


解 ” 等 式 两 端 分 别 对 xz 及 对 y 求 偏 导数 ,得 
FitFitFi(1+E)=0， Fi+Fi(1+ 革 )= 


BE4 Fi+F?; gz F, 
9 一 一 一 1 十 2 La 一 (i+) 
于 是 az ( FS ) 9y Fs 


再 将 32 对 xz 求 偏 导数 ,得 


az 1 { 
9z (Fs)? 


下 引 | 下 名 十 FE 和 十 FS (1 十 至) 十 F 生 十 F 儿 十 FE 和 (1 二 经) 
一 (FI+F)| 正名 十 正名 十 正名 (+ 至 )]} 
将 活 代 入 化 简 整 理 得 


2 1 7 A 
3 一 一 EO (FO Fh HR ES) FITEORIES+ES) + HE ES). 


2 
[3398】 设 FCzz,yz) 一 0, 求 这 


解 “ 等 式 两 端 对 z 求 偏 导数 ,得 F1 。(z 十 z 和) 十 F4y 3 一 0. 
z 开 1 


dz _ az 
于 是 , 她 一 一 Fr Fr 将 臣 再 对 z 求 偏 导数 ,得 
az 1 , dz gz n 9% 
Ox (zrF I+zxF’)’ {CF +yFi) | 下 1 3 +z(F ° (z+z 经 )+FSy3z) | 


一 | F4+z(FY 。 (z+z 苇 )+F 和 hy 站 )+y (FS 。 (z+z 9)+F%y EE) F 人. 


将 3E 代入 化 简 整理 得 


92z 


i EE {ya LEFF —2FIFSFi + (FF ]—22F 1) (zrF ‘tyFs) }. 
1 2 


【3399】 设 ;C | )F(z 十 z,y 十 轨 一 05Ci DEF( 于 ,之 ) 一 0, 求 电 z 
解 (1 ) 等 式 两 端 微分 ,得 


4 。(dz 十 dz) 十 7 。(dy 十 dz) 一 0， (1) 
Fidzi+F /dy FS (dr—dy) 下。(dz 一 dy) 
， dz 一 一 一 上 一， dz 十 dz 一 一 :一 “一 ， dy 十 dz 一 一 一 -一 一 
于 是 下 1 十 下 1 1 YY Fi+FY, 


对 (1) 式 再 求 一 次 微分 ,得 
Fi * (dzt+dz)?+2F’s » (drt+dz)(dyt+dz)+F2 * (dy+dz)’ 二 (Fi 十 F 2)d’z= 
1 


于 是 ， dz = 一 站 RICE 。(dz 十 dz)2: 十 2 忆 1 。(dz 十 dz)(dy 十 dz) 十 和 2。(dy 十 dz)2] 
2 
1 
EF Fe) 2FIFeF tPF (Fi) (dr dy). 
1 2 


(ii) 等 式 两 端 微分 ,得 


F’ zd 一 -Fs zdy— ydz_0. (2) 
zt 之 
于 是 ， 
d _ z(Fidz+F 2dy) dzx— zd _zF?; * (ydzx— zdy) dy— yd zF 1 * (ydzx-—zxdy) 
” TFTyF ?~ TFT 十 FE 人 ZF 1 十 yFs 
(2) 式 乘 以 守 后 再 微分 一 次 ,得 
_ 2 
FF (zdzx— 了 十 2FF% (zdz— 2 dy— > dz) | A (zdy 2 一 CzF1 十 FE 人 dz 一 0 
于 是 ， 
1 EL LL EL 
dz re 1 。(zdz 一 zdz)2 十 2F1。(zdz 一 zdz)(zdy 一 ydz) 十 已 22。(zdy 一 ydz)2] 
(y dz 一 工 dy)2 ， 
一 一 一 一 [FACF2)2 一 2F1F2T 十 已 各 (FE1)2 
CF FoF yt ul 1iF 2 1g 22 CF 1)°] 
【34003 设 z 二 zx(y,z), yy 一 y(z,z), zx 一 z(x,y) ,为 由 方程 F(z,y,z) 一 0 定义 的 函数 .证 明 : 
az .ay.az_ 1 
gy 9z 97z 
提示 根据 隐 函 数 求 导 法 易 证 . 
aF aF aF 


证 ”根据 际 函数 求 导 法 ,有 ”于 = 一 全， 子 = 一 芭 ， 天 = 一 其 . 


三 式 相 乘 即 得 2z ,22 .2 一 一 1. 


[3401】 设 z 十 y 十 z=0， 十 十 z2 一 1, 求 此 和 中 
dz dz 
提示 对 z 求 导数 , 即 可 获 解 . 


解 对 z 求 导数 ,得 
EE 0， 
之 
dr dy, 
dz 十 y 下 十 = 
联 立 求解 ,得 4=2， 物 -zz. 
dz zx—y dz 工 一 ? 
、 1 dz dy 于 时 
【3402】 设 区 十 YY 一 过， ZX 十 y 十 z 二 2, 求 他 ， 宇 ， 3 3 当 x 二 1, y 二 一], zx 二 2 时 的 值 . 
解 对 xz 求 导数 ,得 
他 +2y 党 =z， (1) 
dz dy 
下 十 下 十 1 0， (2) 
dz dz d dy 
2( 人 党 ) 十 ? +2( 和 Pe) 十 2y 了 =1， (3) 
dz dy 
ta (4) 
将 X= 二 1, y= 一 1, z= 二 2 代 人 (1),(2) , 解 得 
dz dy__ 
dz 0 dl! 
2 
将 上 述 结果 及 z,y,z 值 联 同 由 (4) 式 所 决定 的 式 子 生子 一 一 一 起 代入 (3) 式 , 即 得 
zl dy_1 
dz’ 4” Z2 4 
au au 9 9 
【3403】 设 zu 一 yv==0,yu 十 zxv 二 1， 求 元 和 


zdu— ydvu=vdy—udz,， 
提示 微分 得 | 


ydz 十 zdv 一 一 zdz 一 xdy- 
求 出 du 及 do 后 ,问题 即 可 获 解 . 


Zzdu 一 ydv 一 vdy 一 ztdz， 
解 ” 微 分 得 | 
分 ydu 二 xdv== 一 vdzx 一 udy. 
1 
于 是 ， du ty xut ydrt (ro yu dy], 
Ou__ zutyv du _ zu 
az z+y » ay z+y “ 
同 法 可 得 WE, EY (x+y>0). 


az xi+y’” 9y r+y 


sin& 
sinv 


【3404】 设 x 十 "一 Z 十 》， 一 一 本 求 ,duvdw,dw 和 中 


+v=z 十 y， 
提示 “将 原 式 改写 为 人 的 


ysinu— xsinv= 0. 


微分 两 次 ,并 注意 dx 二 dy 二 0,, 问 题 即 可 获 解 . 


“70 


解 将 原 式 改写 为 ( 微分 得 
ysinu= xsinw. 
dz 十 do 一 dz 十 dy， (1) 
| sinudy 二 + ycosudu= sinvdz++ zcosvdvw. : (2) 
联 立 求解 ,得 
1 一 Zev eos (Sino zcosv)dzr— (sinu— zcosv)dy], 


1 
一 一 -~ 
zcosv ycosu 


对 (1),(2) 两 式 再 微分 一 次 ,得 
dut+ dv=0, 
ycosud? ut2cosudydu— ysinudu’ = zcosvd? v2cosvdrdv— rsinvdv. 


[— (sinv— ycosu) dz (sinu ycosu) dy]. 


联 立 求解 ,得 dwu= 一 dv== zea eo (2cosvdz — zsinvds) dv— (2cosudy— ysinudu) du|]. 
【3405】 设 et cos 了 一 声 ， es sin > 部， 
求 du, dv, du 和 dv 当 xz 二 1， 3 一 1， & 一 0， z 一 二 时 的 表达 式 . 
提示 将 所 给 二 式 相 除 及 平方 相 加 ,得 
tan 世 一 之 ， 
y 工 
本 2 2 
es =z 了 
解 ”将 所 给 二 式 相 除 及 平方 相 加 ,得 
tan 了 二 之 ， (1) 
y ZX 
2u 2 十 vy? 
ez 一 二 2 一 . (2) 
微分 (1) 式 ; 
secl 2 » Yd vdy_ zdy— ydzr (3) 
y 本 Zz . 
以 z=1, y= 二 1， 一 开 代 人 (3) 式 ,得 dz 一 下 dy 一 去 Cdz 一 dy). 
微分 (3) 式 ， 
__ 2 2 2 一 
2sec? 之 tan 卫 (2 id) 二 sec ey div 2Cydv vdy)dy _ —2(xdy ydz)dqz (4) 
> > > > > Zz 
以 z=1, y=1,， v 一 二 及 dv 值 代 入 (4) 式 ,得 
dv 一 六 (dz 一 dy)?. 
微分 (2) 式 : 
2es EE zdr+ ydy. (5) 
以 z=1, y==1, wu 一 0 代入 (5) 式 ,得 du= 虹 过. 
微分 (5) 式 : 


vy 一 2 
de (型 +2 rdiu 2Cxdu udz) dr tdy. C6) 


EE 
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以 工 ==1, y==1, w= 二 0 及 du 代入 (6) 式 ,得 du= dx’. 
池 yd 
〖【3406】〗 设 z=it 二 1 !1, y=t 十 1? ,z= 二 2 十 t 求生， 五 ， 3 空 和 


提示 ”本题 除了 用 参数 形式 给 出 的 求 导 法 外 ,也 可 消去 1 得 y 二 y(X) 及 xz 二 z(x), 求 出 结果 后 再 将 z 一 


t 十 二 :代入 . 
dy 2 2 至 3e 一 二 
二 业 - 旦 -一 全 -2( 寺 工 )， 医 = 壮 = 一 二 一 3(#+ 吝 +1); 
下 1 一 去 dz 1 
dvd 1 du/d 2 
gy 2(0- 直 as 生 ( 蝇 ) 3(z- 生 ) or 
dz2 1 1 1—1 | dz dz 1 一 二 人 ) 
PF 加 di 站 


2 
注 本 题 也 可 消去 :以 求 所 ，92，9 党 和 9 事实 上 ， 
= (i 计 工 ) -2= 了 2， zx ( 寺 工 )(2 一 1 本)=z(z 一 3) 一 屏 一 3 
y 王 【i 十 二 一 并 ， xz 一 人 t 寺 本 (: FE)=z(z 3) 一 工 工 。 
dy dz 一 32 一 dy_, dz 
于 是 ， Jr 2 di 3 一 3， I 2， 12 6z. 


再 将 zx 一 十 十 代入 上 述 结果 ， 即 得 


他 =2(:+ 十 )， 至 一 3 (2 十 记 +1)， 3 一 2， 5 一 6( :十 一 ). 


【3407】 在 Ozy 平面 上 怎样 的 区 域内 方程 组 
X=Uv， 3 一 形 十 让 ， zx 一 丰 十 研 


( 式 中 参数 ,和 取 一 切 可 能 的 实数 值 ) 定 义 = 为 变量 = 和 y 的 函数 ? 求 导数 竹 和 3 


提示 仿 3406 题 ,本 题 也 可 消去 kz 得 * 一 于 (3 一 妈 ). 
解 由 zx 十 oo 一 z， 妈 十 双 一 y 解 得 


,一 工 十 AM23y 一 并 v= 十 V2y— x 
2 ’ 4 ” 


其 中 2y 一 xz 之 0 或 y 之 瑟 , 此 即 所 求 的 区 域 . 
再 由 zz 二 w 十 0 及 y= 志 十 这 分别 对 z 求 偏 导数 ,得 


du | 9v _» ou 9v 

1 元 十 到， 0 2x 了 7 十 2 
联 立 求解 得 2 一 -2 ， 32 一 一 - 才 - (zx 二 
gr v—u ax v—u " 


又 由 z 一 好 十 双 对 z 求 偏 导数 , 即 可 得 


Ig 3 十 3 22 一 3 好 -2 一 3 -一 一 3um 
ar az 9r v—u u 


同 法 求 得 医 = 久 (et. 


注 本题 也 可 消去 uv 求 竹 及 兴 . 事实 上 ， 


22 一 7 一 2xv， 


2 
z— (ut ut ) zx (Fy 所 ) = 也 (3y zx’). 


但 一 般 说 来 ,用 参数 表示 的 函数 和 消去 参数 后 的 函数 ,它们 的 定义 域 是 不 同 的 . 


O02 


〖3408〗 设 z 一 cospcosy，y 一 cospsiny，z 一 sing, 求 了 7- 
I 


提示 本题 也 可 消去 gy， 得 Zz 二 十 二 1 
解 由 z=cosgpcosy,y 二 cospsiny 对 z 求 偏 导数 ,得 


。 9 。 
1 一 一 singcosy 六 一 cosgpsing 2 9 


0 一 一 sinpsiny 种 十 cospcosy 交 . 


联 立 求解 ， 得 32 一 一 <, 3 一 一 sing 于是， 


sing 9z cosg 
EE4 
去 二 cosp 各 = 一 cotpcosy， 


3 有 一 了 (3z )32 十 了 (经 )2= cosy ( cosy ) 上 cotpsiny( 一 sim ) 


az 9p\3zr/3z dg\9r/9r sing\ sing cosg 
_ cos'ytsinygsing _ sin gt cos’ pcos’y 
Sin g sin’g 


注 本 题 也 可 消去 py 求 2 和. 事实 上 ， 


XTy 二 zx:=cos’ gcos: y+ cos’ gsin? y+ sin? = cos’: g++ sin: g=1. 


于 是 ， 2z 十 2z 2 一 0， 92 一 一 工 ， 
az az 之 
一 9z 
az _ Yaz _ +r sin “2 十 cos geos 站 
Ek Zz? 23 sin2p 


【3409】 设 z 王 xcosm，y 一 xsinv，z 一 站 , 求 
dz 92x 
azz” Drgy 及 332 


解 题 思 路 ”本题 用 求 二 阶 微分 的 方法 ,可 将 所 有 的 二 阶 偏 导 数 一 起 求 出 .为 此 ,应 先 求 du 及 du 再 注 


意 dz 一 二 v= 二 一 全 dudw 即 可 获 解 . 


本 题 也 可 消去 xp 由 z 一 上 一 arctan 并 获 解 . 
解 ” 本 题 求 二 阶 微分 ,可 将 所 有 的 二 阶 偏 导 数 一 起 求 出 . 


dzx= cosvdu— usinvdv, dy 一 sinvdzx 十 xcoswdv。 
联 立 求解 ,得 
du 二 cosvdx 十 sinvdy， dv 一 过 《一 Sinzdz 十 cosuvd 轨 ， yd 一 一 sinzdz 十 coszdy。 


再 对 上 面 最 后 一 个 式 子 微分 一 次 ,得 
ztd2zm 十 dxdzo 一 一 cosvdvdz 一 sinvdvdy 一 一 dzdv， 


于 是 ， dz =d:v= 一 二 dudo= 一 三 (cosvdz sinvdy)(— sinvdz+ cosvdy) 


误 (sinvcosvdz’ — cos2vdrdy— sinvcosvdy’ )， 


从 而 有 dz 2sinvcosv__ sin2v gz _ cos2v Gz_ sin2z 


az2 wu? i ax9y zx ” gay wu 


注 本 题 也 可 消去 u,v, 由 z 二 wv 二 arctan 立 效 解 . 
z=et?, 

【3410】 设 函 数 z 一 z(x,y) 由 方程 组 Ee ,(u 及 vv 为 参数 ) 定 义 , 求 当 w==0 及 v=0 时 的 dz 及 xz 
Zz 二 Wu 


解 dz|,- = et+*(dut dv) 
于 是 , 当 w=0 及 v=0 时 ， 


“4 一 dz 十 dv， dy | ,0 =e “(du—dv) | -一 dx 一 dv 
一 0 v=0 


du 一 去 (dz 十 dy)， dv 于 (dz dy) ,dz 一 xzdvz 十 zdz 一 0 


d=ud vt2dudvt vd u=2dudu=2 (E>) (5)= > (dz2 —dy’). 
【3411】 设 > 一 也 十 光 ,其 中 y 一 y(z) 为 由 方程 一 zy 十 六 一 1 所 定义 的 函数 , 求 得 及 9 二 


解 ” 先 由 也 一 zy 十 天 一 1 求 驻 及 外 


2z 一 y 一 zy 十 2yy 一 0， ay 
于 是 ， yy 
下 面 求 至 及 了 
于 一 2z 十 2yy 一 2z 十 2y 2 7 2 2, 


dx 2 2(2z—») 6z 
本 二 一 2 十 2y/ 十 2y%y 一 2y 十 zy zay 十 (25 


一 于 ,其 中 = 为 由 方程 式 <er 一 ze 十 yey 所 定义 的 函数 , 求 加 及 给， 


提示 “用 求 微 分 的 方法 较 好 . 
解 将 ze 一 ze 十 ye 两 端 微分 ,得 
e (1 十 zx)dz 一 er(1T 十 z)dz 十 e(1 十 y)dy. 


【3412】 设 


又 因 du = tt It det y+) de— (zt dy— (+s)de] 


= td (rte dyt Cy—z)de] 


-1 
(yz)? 


(y— zx)e (1 二 + zx) (y—z)e’ (ly) 
Bee (ztodyt dT dz 十 二 人 人 二 | ， 


故 得 9 1 (x 十 1)(y 一 Zz) 2 9&U_ 十 z (y 十 1) (vy 一 Zz) e 
f 3r y+z (z+1) (Cyt+z)? ” dy (Cytz): (z+l)Cytz) 


ye 


【3413】 设 方程 :x 二 glusv), yy 二 J(usv), z 二 XC(u,v) ,定义 z 为 zx 和 yy 的 函数 . 求 宪 元 和 3 二 一 
提示 ”对 z,y 分别 求 偏 导数 即 易 获 解 . 


， _ _99 au 99 9v 了 
解 对 z 求 偏 导数 ,得 ll- 3rt av 3z， 可 


9y ou 十 9 2 gv 
du 到 十 au gx 
az _9Y 3&x ax 20 
dx Au 到 十 芒 dx (3) 
gu_ 1 9g, ae 1%y 
由 (1) 及 (2) 解 得 3 TT av’ 39z I 9u’ 和 
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99 39 
其 中 I= du 9 _999%_ 9y 3p 
ay ay ou dv Qu dv 
gu 9v 
. , az 1 /ay dx ab9 
娃 < < x 
再 将 (4) 的 结果 代入 (3), 即 得 ax I (区 dU dv 2) 
i az _ 1 (99 9x. 99 3X 
同 法 求 得 dy I (FP du 9u 7) 


【3414】 设 :z 二 glwu,v)， yy 二 glusv). 求 反 函 数 二 u(x,y) 和 wv 二 v(x,y) 的 一 阶 和 二 阶 偏 导数 . 
提示 微分 二 次 ,先后 求 出 du,dv,d?w 及 dv, 可 将 所 有 的 一 阶 及 二 阶 偏 导数 一 起 求 出 . 
解 ” 微 分 二 次 ,得 


dz= gi dut pdv, (1) 
dy=# du 二 + 妈 dv， (2) 
0 一 Pll dw 二 2¢1z dudv 十 Ghz dw 十 gi dw 二 gz d?2 wv, (3) 
0= A du? +22 dudvt ghz dw? 二 A dwt prd: vy. (4) 


其 中 右 下 角 标 号 1,2 分 别 代 表 对 u,v 的 偏 导数 , 余 类 推 . 
令 TI 一 中 此 一 由 儿 , 则 由 (1),(2) 可 解 得 


du— 地 (Yidz—gdy)， (5) 
六 1 了 7 
dz 一 了 (oldy 一 轴 dz)， (6) 
ou_1l1,_19%Y 9u 1 a9 90__ 1 3 9v_1 99 
于 是 ， 5 TE Ta Ta 9 Ta yy 一 了 zu 


由 (3),(4) 解 出 du,d?wv, 并 把 (5),(6) 的 结果 代入 , 即 得 
dw 一 于 [9 (gudu: +2gh2 dudvut Jar dy ) — ya Cpr du’ 21z dudv ger dv )] 


Ld LL 


1 ’ - Ld LL 下 玫 4 下 
= (py — ga p11) Ca dr— pa dy)? 十 2(p2 giz ~ pi p12) (2 dr— pdy) (pidy 一 内 dz) 


Qu , 2 
3 dz 十 2 


Ci 
gx9y 


+ (gpis 一 内 Gidy— dr)’ j= 
比较 上 式 两 端的 系数 , 即 得 


ou_ 1[ /99 09% yo9 (22) 2 (3 2 ag Tp) 9 /2990 _ 9 39 (2) ] 
ar: FB (天 au: dv EE) dv dv at3m 9v udv/ du gm ( 节 av dv 5 ) a ’” 


王 - 去 | ( 美 咯 加 绢 加 36 (2 Fp ap Fy ) (Wo 3p | op 并)+( 强 强 ap Fy 强 台 |， 


gzay 五 ao al dv ot) am dv dv gm go dud/ ga dv go Ou dv dy dv9 
弱 - 去 | ( 史 yay 38) (2) 2(29 9y_ ay Fp ) 99 a2+ (9 oy_ ay $F) (2) | 


ay FF dv au: dv ow dv dv dugdU dy gugdv/ du 3 Gv ow dv aw 
dv div dv 


一 | 本 2 SV 7 ov 
同 法 可 求 得 d 己 和 ar? 9 azay ay2 


【341S】〗 设 (1)z 一 xcos 辣 ,Y= usin 本 ; (2)x=e*usinv, y= e*—ucosv, 


du du du Adv 
求 二， 3y， 37” ay: 
提示 利用 3414 题 的 结果 . 


解 ” 利用 3414 题 的 结果 即 得 . 


一 卫 一 xsin 也 
(1) p(am) 一 MKCoOs a Vu 0) = usin 7. 


gp 时 vV . vv 99 .UU 9y ， 也 vy vy 3% 也 
于 是 ， En cos 十 Sin 二 » 也 sn 二 ， gr Sin COS 了 3 了 一 cos 去 


T 一 29 2 39 = (cos 二 十 sin 辣 ) cos 卫 ( sin 2 ) (sin 去 一世 cos 之 )=1. 


往 lg Wl apd 
从 而 得 了 一 了 Iv OSs? 3y TT a SD? 
9v 1 9g_v in 2 1 9 2in 也 
元 于 入 一 六 cos sin 一 ， 5 了 及 Sin 十 cos 
(2) pu,v) =e tusinv, yu,v) = ee — ucosv. 
于 是 ， 99 er + sinv, 22 一 wcosu， 2 一 一 cosm， 2 一 sinv， 
au dm oau gv 


T=(e:sinv)usinv— (e*— cosv)ucosv=uLe’ (sinv— cosv) 十 1]. 


Ou __ sinv Ou _ COSU 
从 而 得 az ex(sinz 一 cosz) 十 1 ” 9y ex(sinz 一 cosz) 十 1“ 
gm 好 一 COSY 9 __ ex 十 siny 


3z zt[er(sinv 一 cosz) 十 1] ” 3y ul[e'(sinv—cosv)+1]" 


2 一 zyyz)， 
【3416】 函数 一 u(z) 由 方程 组 4g(z,y,z) 一 0， 定义 .求生 和 于 


hlz,y:z)=0 
解 ”微分 得 
du 一 rdz 十 dy 十 六 dz 一 (dz 共 十 dy 及 +dz 苑 )1， (1) 
0 一 入 dz 十 克 dy 十 疏 dz 一 (dz 天 十 ty 区 十 dz 天 =- )g， (2) 
0 一 天 dz 十 多 dy 十 用 dz 一 (dz 天 十 dy 区 十 dz 3 )， (3) 


a(gh)_, 3C8j) 8 
以 一 二 
Sh 一) 一， 则 由 (2),(3) 可 解 得 


dy= 闻 dz， dz 一 全 dz. 
1 
将 dy，dz 代 和 人 (1) ,得 
dz 一 三 ^ dz 十 帮 于 dz 十 7 dz z= Df + dd 
1 1 
其 中 1I=BAPED 于 是 , 昱 = 工 . 


D(xr,y,z) dz I 

du (dr +dy +dz a) f+f dytf dz (4) 
dr “Yay az 2 
9 9 9 / / 

一 (dz 去 +dy 区 +dz 区) gE 十 gd2y 十 gdzz， (5) 
9 9 9 \ / 7 

一 (dz 元 二 dy 芳 +dz 欧 ) 天 十 玉里? 十 由 由 z， (6) 

_1 9 3 aa: )， 3 全 

于 是 ， y= 记 [人 (dz 于 +dy 了 5+dz 基 ) h A (dz 元 十 dy 37+ 元 ) e] 


WAC Et At ta 


I 
$ SD=L, 2 并 将 中 y 及 中 代 人 (4), 即 得 


dx= 天 | (dz 基 +dy 基 +dz 却 ) “f+h( 虹 六 +ey 妨 +e 芒 ) gt (z 妨 +dy 如 +de 号 ) 人 ， 


再 以 dy= 子 dz 及 dz 一 了 dz 代 人 上 式 , 即 得 


du T(E Op Op OY ei op a opi 2 ia oY 
钳 = 育 [4 (六 + 六 + 总 ) f+ (n + 世 +R 基 ) st (Ln 训 tL+h 和 ) 4] 


u= f(x,y,z,t), 
【34173 函数 wu 二 u(x,y) 由 方程 组 {eo 定义 . 求 兴 和 光 ， 


hlz,t)=0 
解 ” 微 分 得 du=f ‘dri+f dyt+f ‘dzt+f!d, (1) 
0 一 gdy 十 gdz 十 g! dt， (2) 
0=:h’ dz+h’ dz. (3) 
9(g,h) 4 
全 二 
令 开 EIEN , 则 由 (2),(3) 可 解 得 
1 a Ea 1 a ‘ 
dz 一 元 (一 8 )dy， dt— (gy he)dy. 
1 1 
将 dz 及 出 代 人 (1 式 ,得 du=f drtf ydy-— 作 (fh 一 f ih)dy. 
1 
gu 7 9u_ / 7 Tz 
于 是 ， 3 并 fz:， ay fy+gy I 
_a(h,f) 
其 中 L302 
【3418】 设 z=f( ), y=g( ), z=h( ) , 求 开 ,2 于 和 并 
X=f(usv ww) y=gu Vw), z=h(u, vw), 到 3y1az 


提示 。 用 求 微分 的 方法 较 好 . 
解 ” 微 分 得 dz= idut+f sdv+f%dw, dy==g‘dut+gsdvi+gsdw, dz=hiduth,dvth,, dvw. 


令 =D 人 记 8: 避 , 则 有 


Dlu, vw) 
dr f» fu 
1 7 I I I 
du= 了 |dy gs gw | = 二 dz 十 子 dy 十 子 dz， 
dz hs h’ 
39(g,h) _39(h, 几 ) 9(f,8) 
其 中 五 vw)’ Foiw)’ 3Cv,w)" 于 是 ， 
ul uh uh 
az 了 2 了” z 了 


【3419】 设 函 数 z 二 z(x,y) 满 足 方程 组 
f(x,y,z,t)=0, 
SECZzyyyzyti) 一 0， 
式 中 上 为 参 变 量 . 求 dz. 
解 微分 得 ”fdz 二 fdyt+f ‘dz 二 fidt=0, gidzx+g’dy 二 gdz 十 g/dt==0. 
把 dz, di 看 作 未 知 量 , 其 他 为 系数 . 解 之 得 
dz = [f(grdrt gydy) gf sdrtf ody)]=T [fe gf drt(f gs — gtf sdy] 
__Ldrthdy 
Ts ? 


az ”” 30 ”39(z)， 
【3420】 设 = f(z), 其 中 z 为 由 方程 式 z 一 zx 十 yplz) 定 义 的 隐 函 数 .证明 拉 格 朗 日 公式 : 


EA a"-!1 au 
于 = 训 了 (Le 了 江上 
提示 ”对 nn 二 1 证 明 公 式 并 运用 数学 归纳 法 . 

证 dz 一 dz 十 p(z)dy 十 yp (z)dz， 


az_ 1 az_ gz) _ ,az 
于 是 ， ax l—yp (z)” ay 1—yg (z) P37 


了 4 du __ / 9z __ ’ dz __ au 
从 而 得 3y—/ C23 《z)37 一 9(z)57， 
即 当 ”一 1 时 , 拉 格 朗 日 公式 成 立 . 


对 于 任意 可 微 函 数 g(z) ,有 


9 9u |_ ,v9z ou gu _ /jv 9% Ou 9 /9u 
lew ]=s (9 并 tet) 半 =pD8 DD 六 关 +s(o 世 (天 ) 


,, 9z9 a a ,az Qu, az 9 92 
AO EAC A OE Oe 
9 a 
= 艺 | veo]. 
du 9 /au 9 dz 9 9u 
全 一 外 一 一 一 一- 一 一 
令 8(z) 一 9(z) ,得 ay (下) 区 [wo 下 辫 [# 9 号 
即 当 ”一 2 时 , 拉 格 朗 日 公式 也 成 立 . 设 当 n= 二 kk 时 ,公式 成 立 ， 
EP au 
即 有 ay | :C03 |. 
于 是 ， 
ou_9 /9 ou ll_ 219 ul\_o /3 au 
yi =- 芳 | 和 = [# oF&] | Bai (站 [#9 里 ])= 半 = Ea ate 
0 [au 
EA (9 共 |， 


即 当 "一 & 十 1 时 , 拉 格 朗 日 公式 也 成 立 .于 是 ,对 于 一 切 正 整 数 n, 均 有 


a [ga | 
ay" dx" iL? azrj 


【3421】 证 明 :由 方程 


下 (zz 一 azyy 一 0z) 一 0 (1) 

(其 中 B(w,v) 是 变量 u,v 的 任意 可 微 函 数 ,a 和 4 为 常数 ) 定 义 的 函数 = 一 z(zyy) 为 方程 

a 荆 +6 卫 一 1 
的 解 . 说 明 曲面 (1) 的 几何 性 质 . 

/ dz 1 9 1 gz / 9z\V 
解 由 于 Bh* (1-a 字 )-68 六 =0， -Ba + (1-b3)=0, 
az_ 对 9z 
故 有 az aa 四 十 58 ”9 ag'i+b® 
9z dz __ 
4 5323 一 9 


这 就 说 明 z 二 z(x,y) 为 方程 a 失 +6 到 -1 的 解 . 


等 式 4 器 + 吃 一 1=0 表示 曲面 (1) 上 任 一 点 Pi (zi ,yy ,aa) 的 法 向 量 丁 一 (了 


与 向 量 ri 二 {a,6b,1}) 垂 直 . 过 点 Pi 作 平行 于 ri 的 直线 六: 


9z 
P ”9y 


,一 1} 各 


Pl 


易 知 上 的 点 皆 在 曲面 (1) 上 .于 是 ,曲面 (1) 是 母线 平行 于 7 的 柱 面 . 
【3422】 证 明 ; 由 方程 


8 (=0 (2) 
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(其 中 Blu,v) 是 变量 w 和 的 任意 可 微 函 数 ) 定 义 的 函数 = 一 z(z,y) 满 足 方程 


9 9 
(xz—zx0)F+(y 2)55 一 < 一 za 
说 明 曲 面 (2) 的 几何 性 质 . 
,zx 一 aa 一 (一 加 ) 芭 (Gy 一) 了 zz zo) 3 2 yy) 
解 由 于 Ba 0 Da to (Zz— zo 0， 
故 有 az (z— zo) Bh 9z_ (z— zo ) Ds 
az (x—z)Bty—y DB 9y (rz—zo)Bit(y—y) Dz 
将 上 面 二 个 等 式 依 次 乘 以 z 一 z 及 y 一 yo ,然后 相 加 , 即 得 
DZ 9z 
(zx zao)37 十 (2 5y Z 一 zo， 
本 题 获 证 ， 
等 式 (z 一 za) 下 十 Oo 一 %) 下 一 (< 一 a) 一 0 表示 曲面 (2) 在 其 上 任 一 点 P: (zzyyz) 的 法 向 量 ns 一 
{ 实 ,于 ,一 1) 与 向 量 r 一 {zs 一 zo ,ys 一 ,太一 ww } 垂 直 . 作 过 点 PuCzo ,yovzo)、Ps (za yy zs) 的 
Tlr, ylPr, 


直线 4: 


易 知 l: 上 的 任 一 点 丝 在 曲面 (2) 上 . 于 是 ,曲面 (2) 是 顶点 在 Po 的 锥 面 . 
【3423 证 明 : 由 方程 
azx+by+cz= B(x 二 Ty 十 z?) (3) 
[其 中 BC(w) 是 变量 4 的 任意 可 微 函 数 ,a,5b5 和 c 为 常数 ] 定 义 的 函数 z 王 z(x,y) 满足 方程 


QZ rpr— 
(cy bz)37 + (az cz)57 br—ay. 


说 明 曲 面 (3) 的 几何 性 质 . 
9z _ gz OZ __ 2/ BE4 
解 ” 由 于 ateF=8. (2z+2F), 6 下 = 玫 (2y+22 2), 
az _278 a dz_ 23yG —b 
故 有 az c 一 2zG/ 9y c 一 2zG” 


将 上 面 二 个 等 式 依 次 乘 以 (cy 一 sze) 及 (az 一 cz) ,然后 相 加 , 即 得 


2z8’ —a) (cy—bz)+ (2y®’ 一念 (az 一 cz) 
(yb (ane 


c—2z@ 
(c—2z®) (br—ay) 
二 一 一 一 pz 一 ay， 
c—2z® 
本 题 获 证 . 
设 P: (zs ,ys,z3) 是 曲面 (3) 上 任意 一 点 ,并 记 rr 二 {a,b,c). 由 于 曲面 (3) 在 点 P; 的 法 向 量 为 n; 二 
9z EE4 
(下 | ,下 | 。， 一 ! 小 故 由 方 和 


gz 9z __ _ = 
(cy 6z) 57 十 (az cz)53 《pz 一 ay) 一 0 


知 na.| CP; Xr;), 其 中 Ps; 二 {zs ,Ys ,2z3). 
设 由 原点 到 Ps 的 距离 为 d, 即 芭 十 难 十 下 一 由 .考虑 平面 
了 :az 十 py 十 cz 一 
和 过 点 Ps 的 球面 S:z’+y+z =d’, 
并 设 平面 开 与 球面 S 的 交 线 为 C, 则 


79 


1 由 点 P; 在 曲面 (3) 上 可 知 
azrst+bystczs = BT 二 十)， 
即 4 一 @(qd?). 这 表明 曲线 C 上 的 点 的 坐标 丝 满 足 方程 (3) , 即 曲线 C 位 于 曲面 (3) 上 . 
2” 由 区 为 平面 ,S 为 球面 知 交 线 C 为 一 圆周 曲线 . 
3” 圆 C 的 圆心 Q 即 为 由 原点 到 平面 了 的 垂 足 , 故 点 Q 位 于 过 原点 且 与 平面 瑟 垂 直 的 直线 ! 上 . 


综 上 所 述 , 可 见 曲面 (3) 是 以 直线 1: 二 一 交 一 一 和 为 旋转 轴 的 旋转 曲面 . 


【3424】 函数 x 二 z(x,y) 由 方程 aa 证 明 ， 


(zi:—y 地 ?3 十 2zy 3 一 2zz 
DZ 1 2 9z Dz 27 
证 由 于 2z 十 2z 元 一 人 人 本) 元 , 故 有 元 一 
ax (二 ) 计 az 六 (三 ) 一 2z 
2 2 2 7 之 
同 法 可 求 得 3 
dy 71f 之 
2yz— yf (三 ) 
2 2 9 gz 2zy(y +z —x)+2ry(r—y +z —z2f’) 
于 是 ， (Xx —y —z ) 了 7 十 2zy 2 ya fF 
_ 2zyz(2z—f') 
TF 5 2zz， 
本 题 获 证 . 


【342S】〗 函数 xz 一 z(z,y) 由 方程 F(z 十 zy !,y 十 zx!) 二 0 给 出 .证 明 : :下 +y 下 一 ZzZ— XYy. 


BE4 az 
’ 1 az 了 Tar ~ 了 Yay 了 1 9zx 
证 由 于 Fi。 U+ 冯 到 )+F2 ， ( 二 )=° FL 。 (一 加 一 )+F: (+ 去 下 ) 一 0， 
帮 有 az _ IzF 2 xyPi az_ zzF'1— zy F? 
az zzFI+yF)” 9y yCzF1 二 3yF2) 
az az yzFs—zxiyFi1 十 zzF1 一 zy Fs _ _(z 一 Zy)(CZzF1 二 yF 2) 
于 是 ， zz 十 3y ZXF 1+yFs ZzF 1 二 +yF? 2 
本 题 获 证 . 
Zcosae 十 ysinae 十 lnz 一 Fa) ， 
【3426】 证 明 : 由 方程 组 | . / 
— zsingt+ ycosa= f (a) 
[其 中 a 二 a(z,y) 为 参 变量 , f(a) 为 任意 可 微 函 数 ] 定 义 的 函数 z 二 z(x,y) 满 足 方程 
dz \? gz 
(六 ) +( 荫 ) =z. 
证 由 zxcosa 十 ysina 十 lInz 二 f(a) 两 端 对 工 求 偏 导 数 , 得 
cosg— Xsina 一 3 十 ycosa 32 十 二 卫 = 大 (Ca )32 . 
由 于 一 xsing 十 ycosa 二 f(a), 代 人 上 式 , 即 得 
cosa 十 工 3 一 0 或 392 一 一 zcosa (1) 
Z 9x ax 
同 法 可 求 得 
于 一 一 zsina. (2) 


将 (1),(2) 两 式 依 次 平方 ,然后 相 加 , 即 得 


( 甘 ) +( 疾 ) =#， 
本 题 获 证 


z 一 az 十 之 十 ja)， 
【3427】〗 证 明 : 由 方程 组 


给 出 的 函数 z= 二 z(x,y) 满 足 方程 2 2z 一 1. 
证 由 于 


9z_ ,22 1 az = .1 
故 有 axr 2， ay Q 于 是 ， 3 ay a a 1， 
本 题 获 证 . 


z (0) | =z (yO—a:), 
[3428】 证 明 : 由 方程 组 人 fT 一 人 


[z— fC(0)]f (oa 一 az 
定义 的 函数 = =(z,y) 满 足 方程 De Bey. 


证 2[z 一 fla)j[dz—f'(a)da]=(y:—a)2zxdzrt+ x’ (2ydy— 2ada). 
于 是 ， [zx 一 f(a)]dz=z(y —ai)dzri+zx:ydy— {ax:—[z— fla)]f (ae) ) da 一 工 ( 只 一 o2 )dz 十 zz ydy, 


9z_ zx(y’ —o’) 9z_ ZX’y 
az zx 一 Ga) “” ay fo 
2 3 _ 
从 而 得 az dz _ zy(y a’) xi(y 


az ay [z— f(a)]J’ J > 


本 题 获 证 . 
z 一 az 十 yp(a) 十 Wea)， 
3429】 证 明 ， 
' 】 证 明 : 由 方程 组 (> z+ yg (oy (a) 
2 2 
给 出 的 函数 z 二 zxCz,y) 满 足 方程 9 (2 ) =0. 


» 9 9 4 9 多 9. 了 乡 9 四 
证 革 =atz 了 tyg (ac) 了 2 十 几 (a)3 一 ac 十 Lz 十 28/ (0) +y (a, 


az 9a Fz 90 
dx: gz” gxzgay 93y 


OZ __ Da 7 da 7 ga 93zz ’ 9a 32z 二 9a 
又 3y Tay tp tyy (ayty (Fy 0), 3 有 一 9 (3y? yaz 9 (a) 37， 
Oz EE gz 2 _9a 22, 了 =- 了 | 7 光一 区 |] 
而 | ar ay? (一 (天 <) -加 9 (oaz ay 了 
由 于 :之 故 3 一 gr(o)38. 于 是 ， 
3z3ay -六 9? 
dz Oz dz \?_ ,,, 
(元 ) =0”， 
本 题 获 证 . 


* ) 此 题 也 可 由 原 方程 组 第 二 式 两 端 分 别 对 工 和 y 求 偏 导 数 而 获得 . 


〖3430】〗 证 明 ; 由 方程 > 一 zp(z) 十 尺 z) 定 义 的 隐 函 数 > 一 zx(z,y) 满 足 方程 
(2) Oz 9z 3z Oz (2) dz 


ay/ 9ze ar ay 9xay \az/) ay 


dz Fz D2zx gz 
一 3，> 7 一 


、 OZ 9z 
证 记 了 5 一 加 9y 9 3 ”dx9y ”39y 


将 所 给 方程 两 端 分 别 对 x 和 对 y 逐次 求 偏 导 数 , 得 
92(z) 十 [ze (z)y (2)1p=0, [zg (z)+y (z)1q=1; 
29 (z)p+[Lzxg Cz) + 2) p+ [rg (2)+y Cz)Jr=0, 
gf (z)qt [zg (2)+ A z) paqt [Lzy (2)+y (z)Js=0, 
[zg (2 +H 2 e+ [zy (2) + (2)Jt=0. 


(1) 
(2) 
(3) 


将 (1),(2),(3) 三 式 依次 乘 以 9，( 一 2pq) 及 Pp ,然后 相 加 ,并 注意 到 zg (zx) 十 (z) 关 0( 因 为 [zy (z) 


十 (zx)1q 二 1) , 即 得 
rq’ —2pqs+tp’: =0, 
此 即 所 要 证 明 的 . 


34. 变量 代 换 


1 ” 在 含有 导数 的 表达 式 中 的 变量 代 换 . 设 在 微分 表达 式 
A=@®B(z, yy ,Ys »") 
中 需要 把 z,y 换 为 新 的 变量 1( 自 变量 ) 及 ul 函数 ) ,这 些 变 量 与 妇 变 量 z,y 之 间 的 关系 由 方程 


ZX= f(t,u), y= g(t,u) 
给 出 . 
把 方程 式 (1) 微 分 , 便 有 
9g | 9g,’ 
ya Bu 
”87 37， 
3 t Fu 


类 似 地 可 表示 出 高 阶 导数 yy ,… 结 果 得 
A=® (tu us ,2 
2 ”在 含有 偏 导数 的 表达 式 中 自 变 量 的 代 换 . 若 在 表达 式 


gz 9z dz dz Pz 
B 一 F( zy 于 ， 29y， az2， azay "gy …) 
中 令 
X= f(u,v), y=g(u,v), 
其 中 性 和 为 新 的 自 变量 , 则 偏 导数 泣 ，3，… 由 下 列 方程 确定 ， 


az 一 az 9f ai 2z 一 9z 9f .9% 38 
at dT Ou you’ an 9rgo gy 9v’ 


3” 在 含有 偏 导 数 的 表达 式 中 自 变量 和 函数 的 代 换 . 在 更 一 般 的 情况 下 , 设 有 方程 


X=f(usvw), y=g(urv ww), z=—=h(u,v,w), 


其 中 wa 为 新 的 自 变 量 ,mw 一 uCw 由 为 新 的 函数 , 则 对 于 偏 导数 演 , 了 2， .得 到 这 样 的 方程 ， 


2 (af 4 ew) + 如 (98498 弛 )- 关 + 纹 弛 


af drw au/) 9y\adu Iw au/ ax dw au’ 
(3 af 2w) A | 9g 2w) = Rh oh ow 
3z ar dv/ gy az 3m dv dw 37 


在 某 些 情况 下 ,使 用 全 微分 法 进行 变量 代 换 是 方便 的 . 
【3431】 把 > 看 作 新 的 自 变 量 ,变换 方程 
y ”一 3 一 工 


__ 3(x):—zxx” 


(x')s 


提示 先 求 出 :y 二 二 ,yy 及 光一 


CC 


82 0 


(1) 


(2) 


(3) 


;其 中 工 一 Z(y) 为 y 一 y(CZz) 的 反 函 数 , 再 将 所 


求 得 的 y 、.Y 及 多 代入 所 给 方程 , 即 可 获 解 . 
解 函数 y 一 y(z) 的 各 阶 导 数 y ,YY ,次 ,… 与 其 反 函 数 x 二 x(y) 的 各 阶 导 函数 x ,x ,x”,… 之 间 有 下 
述 关 系 . 


1 

y= 广 公式 1 

1 、/ Ll 1 
Y=) =(z), . = Ed 一 一 让 公式 2 

‘ 
1 1 / 

1 3 2— 多 

BM (Cy) Eds A 公式 3 


以 公式 1.2、.3 代入 所 给 方程 ,化 简 整 理 即 得 z 克 十 z(Cz 7 一 0. 
〖【34323 用 同样 的 方法 变换 方程 
(y)’ yO—10yy’y”+15(y)=0. 
提示 。 利用 3431 题 的 结果 ,可 得 


W/m lrr rx) ro15(0) 
y (y) TT 
将 多 .YY 及 yy 代入 所 给 方程 , 即 可 获 解 . 
解 解法 1， 
由 公式 3 可 得 
一 (py 一 | 3 "| 六 一 Sa 一 (zz vr" [30) "x 1 
”> | |” ey 
_10zx'x’x”— 5 一 15(z72 公式 4 
以 公式 1.2.3、4 代 人 所 给 方程 ,化 简 整 理 得 。 x 一 0. 
解法 2: 
由 公式 4 可 看 出 0 — L107 — ye — 15 
(y) “ 


因此 ,所 给 方程 可 改写 为 一 z4 (y ) 一 0. 由 于 y 天 0, 故 得 zx 一 0， 
【3433】 把 z 看 作 函 数 ,把 :二 xy 看 作 自 变量 ,变换 方程 


np 2 7 _ 
yey 十 ? 0. 


解 将 :一 上 z) 看 作 工 的 函数 . 对 :一 zy 两 端 分 别 求 z 的 一 阶 ` 二 阶 导 数 , 得 


垩 -> 十 zy/， (1) 
2 
和 一 2y 十 zy (2) 
由 于 经 一 二, 故 由 (1) 式 得 
di .<dt” 
dz 
dx 
1 一 7 一 
y= Te (3) 
“Tq 
由 公式 2 及 (2) 式 可 得 
dz dz 
dz? , y dz 2y 
ty Yd (4) 
( 择 ) zx( 宇 ) 


和 和 dz 下 一 d dz 下 一 
将 (4) 式 代 和 人 所 给 方程 ,得 一 人 +zxy( 学 ) 二 0 或 3 一 上 (至 ) 一 0 


引入 新 变量 ,变换 下 列 常 微 分 方程 : 

【3434】 zy 十 zy 十 y 一 0, 若 x 一 e. 

解 题 思 路 当 函 教 y 不 变 , 只 作 自 变 重 的 代 换 工 一 工 ( 中 时 ,注意 到 对 电 及 全 运用 3431 题 中 公式 1 及 2 
的 结果 ,可 得 


dy dy de_dy dz 
rd 及 no di dz dt dz 
> dz > ( 坚 ) 
dt dr 


将 z 一 ef 代入 上 面 两 式 , 再 将 所 求 得 的 了 及 代入 所 给 方程 , 即 可 获 解 . 
解 ” 当 函数 y 不 变 , 只 作 自 变量 的 代 换 = 一 (时 ,注意 到 对 至 , 生 和 运用 公式 1 及 2, 即 得 


dy 
/dy dd \ 
?7 ddr dr’ 公式 5 
dz 


dy dz_ dy gz 
2 2 2 2 2 
“= 也 ( 业 于) 一 呈 ( 于 ) +dy dt dt dt di dt 


> dr\dt dr/ di \dz dd (ee) 公式 6 
dz 
2 
在 本 题 中 ,zx 二 e, 故 有 学 =e=z, GFE-e x, 
dy dy_ dy 
,_dt pd Td_1 dy_dy 
从 而 有 3 一 zx? ;i LT 一 ( 嘿 池 ) 
2 
将 Y 及 多 代入 所 给 方程 , 即 得 dy + y=0. 


[E3435] 六 = 个 ， 若 上 一 In|z|. 


3 2 
提示 应 用 复合 西数 求 导 公式 ,可 得 多 ,将 六 代入 所 给 方程 , 即 得 入 一 3 和 学 十 2 时 一 6y 一 0 
解 “应 用 复合 函数 求 导 公式 ,有 


,由 业 _ 工 电 
dt dz zx dt’ 
dy_dy 
d/l dy\_l dyd dy do dt 
yY= 二 (去 党 ) x? (= di dz 尝 ) rz ” 
wl /dy_ dyad so /dy dy | 1 /dy dy, dy 
yz [= (ri rr 呈 +2 汪 ) 
m 4 dy_ 3 Fy, dy 6 一 
将 代入 所 给 方程 , 即 得 3 126»=—0. 


[3436] (1—x’)y—zxy +n:y 二 0, 若 x 二 cost. 
2 
提示 注意 到 学 一 一 sint， TE——cost, 运用 3434 题 关于 yy 及 y 的 公式 5 及 6, 求 得 y 及 y (i 为 自 变 
量 ) 后 连同 工 代入 所 给 方程 , 即 可 获 解 . 


2 
解 注意 到 企 一 一 sinz， 9 一 cos， 用 公式 5 及 6, 就 有 
dy dy dy 
y= 中 有 sint a 十 cost de 
dt =— 业 上 于 . 


2 
将 ,六 及 z 代入 所 给 方程 , 即 得 +m y=0. 
y a m? -4 t 
【3437Y y 十 y thz 十 zy 一 0， 看 zx 一 lntan 本 


提示 念 3436 题 的 解法 ,并 注意 chz= 二， thz 一 一 cost, 


八 cz 一 -~ CX COs 一 一 _ 一 一 

解 仍 用 公式 5 及 6, 注意 到 衬 = 二 ， 生 = 一 8，chz 一 蕊 ， thz 一 一 cost， 
7/ 一。; dy i dy : dy 
就 有 >? 一 sint 3， y 一 sin 上 十 sintcost EY: 


-1 
【3438 了 yy 十 加 (z)y 十 g(z)y 一 0， 令 y=ue 
提示 注意 zx 一 xK(z)，, 因 而 可 知 y 二 y(Xx) ,将 所 求 得 的 y 及 y 代入 所 给 方程 , 即 可 获 解 . 


du -3 wxeue 1 -| peae 
解 y 一 一 e 2" 一 W(x)e Ym ， 
dz 2 
»_ du -去 仁 we 才 du -EE pods 
=e Hs x — p(x) Te 2 7 十 村 zx (De 让 es Tup' ne ee 


将 y ,YY 代 和 人 所 给 方程 ,化 简 整理 即 得 
d? 1 1 ， 
+[ g(x) 一 二 pr(z) 一 子 Cz) Ju=0. 
【3439】 xzx'y 十 Xxyy 一 2y = 二 0, 若 x 二 e，y 二 ue?! ,其 中 wx 一 xD。 
提示 ”由 参数 方程 所 确定 的 函数 的 求 导 法 , 求 得 了 及 多 ,将 了 ,YY 及 zy 代入 所 给 方程 , 即 可 获 解 . 


以 下 3440 题 一 3443 题 均 可 仿 本 题 求 解 ， 


dy dy 
解 y= 一 和 (ut 一 e(2x 十 z)， yY= 至 =- et aw 十 2 一 达 十 3 十 2x， 
dt dt 
其 中 及 ww 表示 w 对 t 的 一 阶 及 二 阶 导数 ,以 下 各 题 类 似 ,不 再 说 明 . 
将 yy, 及 z,y 代入 所 给 方程 ,化 简 整 理 即 得 
二 (ut 3 +2u=0. 
【3440〗 (1 十 z2)2 光一 y， 若 zx 一 tantyy 二 ,其 中 u=ult). 
u cost+ usint 
解 y= + 一 好 cost 十 xsint， ytt ueost (wp u) cos3t。 
cos?z cos’t 


将 y ,YY 及 xz,y 代入 所 给 方程 ,化 简 整 理 即 得 迷 一 0. 


[3441〗 (1—zx:)?y= y' 著 x 一 tht,y 一 站 ,其 中 u=u(t). 


u’ cht— usht 


2 Ld — 
解 y= 一 当 上 一 一 vchz 一 usht, y= Cw) chr. 
chz2t ch2t 


将 及 rz,y 代 人 所 给 方程 ,化 简 整 理 即 得 w=0. 
【34423】 十 (zx 十 (十 y ?二 0, 若 = 二 w 十 t，y 二 wu 一 t, 其 中 w= 二 ub2). 
Wut Dw OO—1) 
(ut+1)’ 2w 


解 /站 一 1 1 一 
yy ”zz 二 1 > 2 十 1 (zz 十 1)3 


将 y ,yy 及 zx,y 代 人 所 给 方程 ,化 简 整 理 即 得 必 十 8x(vx): 一 0. 
【3443】 一 x 十 zy 一 y 二 0, 若 z 一 地,y 一 睫 , 其 中 u=u(t). 
Wi—u 
解 y= 二 =u—tu’, Y=, yt tr). 
EB EB EE 
将 六 及 > 代 人 计 给 访 , 化 简 束 更 归 得 G34 


今 二 2》 
〖【3444〗 令 zx zs 


一 ln 


,并 把 “看 作 变 量 上 的 函数 ,以 变换 斯 托 克 斯 方程 


/一 Ay 
> (ra) ro 


二 


解 ”由 于 tt 一 lnlz 一 a| 一 In|z 一 8| , 故 有 


df_ 1 1 _ a—b 起 dz_ (x—-a) (rb) 
dr Za xz-—b (xr—a)(zx—b) 或 dz a—b (D 


又 因 w 一 二;' 故 y=u(z—b), 


尝 
y 一 (z 一 DE 十 zx 一 至 (一 D+u— (e+, (2) 
和 
Pu ‘ie (Ce 一 已 | / (a— bu dz a—b _ (a—0)’ (wt —u’) (3) 
了 一 dz -| 工 一 @ “(xa a "Czar (x—a)’: (zx—6). 
dt 
将 (3) 式 代 人 所 给 方程 , 即 得 tu (a#6). 
【3445】 证 明 ; 若 方程 +p(z) +g(x)y=0, 
由 代 换 z 一 gC 全 变换 为 方程 匀 +P(® 撕 +Q(®y=0， 
则 [2P(OQO + JQ T=[2p(r) g(r) + Cz) JLa(r)] 
证 以 (0, G2- YC. 由 公式 5 及 6, 得 
dy 
dy__dé dy 1 dy_ yO dy 


dz gH’ dr [gOF de [yg OF de 
代 人 原 方程 ,两 端 同 乘 [p 8) , 即 得 


d / (6) 
请 + (slg®1¢ © -9 ) toe dy HF,=0. 


Li 


于 是 、 PlO-py 7, QO =g (9)’; QO)=g (po 十 2g88 


[2P(9Q( 二 QCe][QCO] Y= {2(pe Sr)a: 87 二 9 (7 二 29g8 | [9 (GY 


={2pq* (g)’+q (gg te (yg) =[2p(r) gr) +g (zx)J[g(z)], 
本 题 获 证 . 


【3446】 在 方程 B(y,y ,yY) 一 0 (其 中 B 为 变量 y,y ,y 的 齐 次 函数 ) 中 令 y=els 人 
解 y=uel*, y= (uf +)el 


86 


代入 方程 BCy,y ,六 ) 二 0, 由 于 名 关 于 y,y ,六 是 齐 次 的 ,因此 ,各 项 含有 的 因 式 ed 均 可 约 去 ,最 后 得 


(1,uu 十 z2) 一 0. 
【3447】 在 方程 F(x? ,zy ，,y) 一 0 (其 中 下 为 其 自 变量 的 齐 次 函数 ) 中 令 x 一 z 5 
7 六 上 7 2 
解 y 一 冯 ， yy yu 十 (ww 一 w)] 于 是 ， 


zx? I 
Xxy 一 zy， zx:y =yLzru tw mu). 
由 于 下 为 其 自 变量 的 齐 次 函数 ,因此 ,各 项 含有 的 因子 y 均 可 约 去 ,最 后 得 
下 (zz 十 好 一 xu 1) 一 0. 


证 明 :经 射影 变 thyte 2 
【3448】 证 明 :经 射影 变换 zx oeTbnte’ ) er 
方程 YH ) 3y y=0 
不 变 其 形状 . 


证 ”本题 似 有 误 . 事实 上 , 作 压 缩 变换 
工 一 上 y=an (az0) 
( 它 是 射影 变换 的 特例 ) , 则 原 方程 变 为 a 六 (1 十 ay ?) 一 303 y= 二 0, 显 然 形 式 已 改变 . 


、 2 3 Tx (0) 
【3449】 证 明 : 施 瓦 苑 数 。。 S[z0)]= 帮 办 一 六 [多多 


的 值 在 分 式 线性 变换 y= Cad—be#0), 
下 保持 不 变 . 
证 了 明 思 路 注意 到 已 知 的 分 式 线 形变 换 


artitb_a bc—ad 
> criad ¢ clerta) 


可 由 下 述 三 个 变换 构成 ; y=at py;， 加 = 让， 妨 一 cz 十 人 


因此 ,只 要 证 明 在 上 述 各 种 变换 下 S 的 值 不 变 即 可 , 即 只 要 证 明 : 
S [yj=S[Lz0)],S [y=S [的 ],S[Ly(b] 一 S[y(D]. 


， ， _artb_ < < pc 一 ad 
证 已 知 的 变换 > czrta criad C ey) 


可 由 下 述 变换 所 构成 ， y 一 a 十 pw， 2%= 阅 ， y=crtd. 


只 要 证 明 在 上 述 各 种 变换 下 S 的 值 不 变 即 可 . 
1° 令 y1=cz 二 d， 则 y==cx (2 ==cx 0), 让 ()= 二 cx*”(1). 于是， 


a x A 2 
S [xy (= 内 辐 这 | 妆 |=s TD - 立 [ 人 | 一 S [zx(2)]; 


yD) y1 (2) zx) 2LzC) 
。 A 一 2 7 2 6 8 十 6 13 
2 令 ?% 一 过， 则 芳 人 四 一 一共 ， 光 ( 四 一 一 将 站 二 2 ,六 四 一 一 疫 闻 一 6 六 入 十 6 写 ， 于 是 ， 
J1 J1 1 
Vy 6 yy toy N27 , 
次 (六 -3 yDT A _3 好 
3 一 3 
S [yz (#)]= yO 2 [5 Ty 2 一 六 
好 x 
a py 12 1 7 、2 py HW 2 
二 次 一 -了 (办 2) = 邮 - 妆 (站) =S[y(t)]= SLzrz() |]; 
21 2 yi 2\y 光 2 2\y 


3” 由 工 及 2 即 知 


(at By: 3 |(at+Bys)” ?_ 3 /YN 
SLy(#)]= SLat+pBy; |= 攻关 入 2 (7) 7 (3) SLCy C(t)]=S[zxC0)]1. 


证 毕 . 
令 z 一 rcosp，y 一 rsinp, 写 出 下 列 方程 在 极 坐 标 >,p 下 的 形式 : 


[3450] dy_zty 
dz zx—y 


dy Sing 衬 十 reosg d 
提示 仿 3439 题 , 先 求 得 世 一 一 一 下 一 一 ,将 呈 及 z,y 代入 所 给 方程 , 即 可 著 解 ， 
cosg dp "sing 


解 ” 当 zz 一 rcosp，?y 一 rsinp 时 ， 


dr os dr_ ,in dy in dr | ycos 
dp 9 dp 9 dp ?dg 9 
Eros dr_ 2sin dr _ ,os dy in dr 2co 由 in 
dy’ 9 dr 9? dp 2， dy 9 dz $9 dp rsing. 
由 公式 5 及 6, 即 得 
dy in dr ycos 
dy dp ?dp “9 作 
rt dz dz _ . 公式 7 
gg cosy dp rsing 
dy d dy d dr \ d? 
和 
TS. 公式 8 
(时 ) (cosp 亚 一 rsing) 


以 下 名 题 , 守 及 均 简 记 为 及. 


R3451】 (zy 一 y)2 一 2zy(1 十 y2)， 
提示 。 先 利用 3450 题 中 关于 交 的 结果 , 求 出 zy 一 y 及 1 十 多 .然后 将 它们 及 zy 代入 所 给 方程 , 即 可 


获 解 . 
LE 2 Pe 2 
解 zy 一 y =rcosg p+ reosp ,sing=— rlr sinpcosp 十 rcos 8 一 singcose 十 rsin’ g) 
r cosg—rsing 7 cosp—rsing 

7 
三 -天 一 一 一 一 一 ， 

r cosp 一 rsinp 

1 十 y 一 1 二 (Zaing 二 reosg) — +. 
7 cos 一 7rSIinp (r cosgp— rsing) 


将 zy 一 y, 1 十 y? 及 z,y 代 人 所 给 方程 ,化 简 整理 即 得 一 一 i " 


[3452】 (z+y)y=(zr+yy)’. 
提示 仿 3451 题 , 先 求 出 zx 二 yy’. 利用 公式 8 求 得 y. 将 ZX 十 yy ，, 届 及 zy 代入 所 给 方程 , 即 可 获 解 . 


了 


/1 . rsingt+rcosp_rr cos:g—r sinpcosp 十 rr sin’ g++ 7 singcos 
解 Zz 十 yy 一 rcosp 十 rsing SP "COS OOS pr SDNgosP TT SD 人 npg 


7 cosp—rsing 7 cosp—rsing 
一 rr 
r cosp—rsing 
将 公式 8,z 十 yy 及 zx,y 代入 所 给 方程 ,化 简 整 理 即 得 rr 十 2r ?一 rr ) 二 1. 
【3453】 写 出 表达 式 z 放 22 在 极 坐 标 下 的 形式 . 


提示 利用 3451 题 中 zxy 一 y 的 结果 及 3452 题 中 Xx 十 yy 的 结果 ， 

解 ” 将 3451 题 中 zy 一 y 的 结果 及 3452 题 中 zx 十 yy 的 结果 代入 所 给 表达 式 , 即 得 
ZX 十 y rr 
z+ yy — 5 


ZJ Ty 


【3454】 把 平面 曲线 的 曲率 K=— el ， 
(1 二 yi)¥ 


用 极 坐 标 r 及 p 表示 出 来 . 
提示 将 3451 题 中 1 十 y? 的 结果 及 3450 题 中 交 的 结果 ( 即 公式 8) 代 入 开 中 , 即 可 获 解 . 
解 将 3451 题 中 1 十 y? 的 结果 及 公式 8 代 人 ,化 简 整理 即 得 

加 | 于 十 2 关 一 rr 
CP 


K 


学 =ythz(z+y) ， 
【34553 写 出 方程 组 | 
dy 


= —Z 二 ky(z 二 y) 


在 极 坐标 下 的 形式 . 
解 ” 由 原 方程 组 得 ”cosgp 空 一 rsing dp 7sinp 十 &r cosp， sing 对 十 rcosp 四 一 一 rcosp 十 Ar sing. 


dt 
联 立 解 之 , 即 得 


衬 一 十 [rcosg rsingt+ kr’cosg)—(—rsing)(—rcosg+ kr’ sinp)] 一 Er3 ， 


= 二 [ecosg 一 rcosy 十 Rsingp) 一 sinp(rsinp 十 Ri cosp)] 一 一 1， 
下 一 AP ， 
即 原 方程 组 转化 为 1 
性 = 一 1 
dt 
【3456〗 引用 新 函数 ”一 Vr: 十 y ,gpg 一 arctan 立 , 变 换 表达 式 
时 二 
Wr 
解 由 r= 二 Vz 十 x 两 端 微分 ,得 
一 Zdz 十 ?dy 一 工 几 十 卫 
iy rr 
或 rdr 一 Zdz 十 ydy. (1) 
加 dy— ydz 
由 9 一 arctan 立 两 端 微 分 ,得 dp 一 二 一 立 dy 一 说 dz 
或 内 dp 一 zdy 一 ydz. (2) 
于 是 ,由 (1) 及 (2) 可 得 zrdr 一 yr’dgp 一 (zzdz 十 zydy) 一 (zydy 一 到 dz) 一 (2 十 内 )dz 一 于 dz 
dz 一 二 dr 一 ydy， (3) 
同 理 可 得 dy 一 二 dr 十 zdy (4) 


从 而 由 (3) 及 (4), 得 
rd y—yd:z=x (¥« 7 一 立 dr 十 二 drdy 十 dzdg 十 zdp) —y ( 和 qd 7 一 二 dm + 二 dzdr 一 dydy 一 ydp) 


一 空 Czdy 一 ydz) 十 (Czdz 十 ydy)dp 十 (z2 十 到 )d p= 空 (7 dg) 二 (rdr)dg+rd:ig=2rdrdg+r:d: 9, 


dy ,dr ,dr dy dop_d/2zdyp 
于 是 ， 机 一 一 2 下 畦 +” 和 一 ( 轩 )， 


【3457】 在 勒 让 德 变换 中 曲线 ?一 y(z) 的 每 一 点 (z,y) 对 应 于 点 (X,Y) ,其 中 
X=y’， Y 一 zy 一 


求 Y ， 到 及 了 


y 多 
解 YY drY_dYdr_ry_ry ， 下 1 一 交 - bi 
dX dzx dX dX yy 请 dx yi dx y 一 yn 
dz dz dz 


引入 新 变 置 “及 7 , 解 下 列 方程 ; 


9z 9z 


【3458】 丈 一 5 


， 令 6 二 =z 十 y, 研一 y. 


解 题 思路 ”只要 将 ,4 看 作 中 间 变 量 ,应 用 复合 西数 求 偏 叶 数 的 公式 求 出 本 及 本 ， 即 易 获 解 = 一 
9(ZX 十 y)， 其 中 9 为 任意 的 澡 数 . 
解 当 仅 作 自 变 量 代 换 ,引入 新 自 变量 


EECzyy)， 1 一 7CZzy) 
这 个 最 简单 的 情形 时 ,只 要 把 ,7 看 作 中 间 变 量 , 用 复合 函数 求 偏 导数 的 公式 , 即 可 求 出 


2x 一 2z 36 | Az 37 9z 一 2z 9€ 3z 37 
az 363r gy az’ ay 363y a7 9y 
代入 原 方程 , 即 得 变换 后 的 方程 ,本 题 中 ， 
28_ 39899], 91. 
gx 9y 9Z ay 
Oz__9z | gz GzZ_ 9z oz 机 
于 是 ,元 56 十 59， ay aé an” 代入 原 方 程 ,得 
9z | 9z_9z_ 9z 3 a9z_ 
a8 ay 38 27 an 
即 z= 二 pg( 自 二 plz 十 y), 其 中 9 为 任意 的 函数 . 
9 9 
[3459] ? 3 zr 0, 令 6 二 xz, y= 二 十. 
9§_], 9 97 了 
解 光 1, a) 0, F227, 3 —2y 
Bz 9 9z 9z 一 py 9 
于 是 ， x 912737 By > an 
gz gz\ gz_ 3 3z 
代入 原 方程 ,得 (起 +2z 天) 一 2zy 5 一 0 或 y 基 0 


dz 
由 于 > 天 0, 故 区 一 0, 即 
其 中 9 为 任意 的 函数 . 
9 9 
[3460] aF+b -1 (a 天 0), 令 6 王 x, 7 一 y 一 bz. 


解 ” 当 变量 间 的 变换 关系 比较 复杂 时 ,用 全 微分 法 较 好 . 首先 ,根据 新 旧 变 元 之 间 的 关系 , 求 出 它们 微 
分 之 间 的 关系 


z= =9p(7 ty ), 


dé= dz， dy= dy—bdz. (1) 
其 次 ,将 所 求 得 的 微分 式 代 和 人 表示 新 变 元 关系 的 全 微分 式 , 并 按 旧 变 元 关系 重新 整理 . 
_ gz dz _9z gz gz 9z 9z 
de 一 守 内 + 后 d7 一 下 d7 十 于 (dy 一 bdz)， (1+5FE)dr 隐 dz 十 下 dy， 
az az 
dz 一 和 dz 十 一 2 dy 
1 十 5 之 1 十 5 5 
9 9 


把 整理 后 的 式 子 与 表示 旧 变 元 的 全 微分 式 dz 一 35dz 十 纺 dy 比较 , 即 得 


9z dz 


3z 9é 9z_ 9y 
ez 1 十 5 32 9y 1 十 62 
97 97 
az ,az_ az H 9z_ 1 
代入 原 方程 ,得 a Eto 3 1tb 3 或 7 
于 是 ， = 一 二 十 9( 力 一 王 十 p(? 一 bz 


9z 9z A y 
[L3461] 工 了 十 7》 了 z; 令 E& 工 及 也 六 - 


提示 ” 仿 3458 题 , 解 为 = 一 zp( 之 ) ,其 中 9 为 任意 的 函数. 


解 381， 250，39- >， 经 az -az > az，az_ 9 
ax 9y DZ dy 工 oz 96 Z 97 y 工 97 
得 xz (守之 YT- 
代 人 原 方程 ,得 x( 5 一 吉 节 )+ 关 于 一 2 
az _ az 
TIE 或 < 了 5 之 
解 之 ,得 x 二 tp( 力 二 zp( 学) ,其 中 9 为 任意 的 函数 ， 
把 与 ”看 作 新 的 自 变 量 ,变换 下 列 方程 : 
【3462】 z E+ VIiTy 下 一 zy， 若 w=lnz, v=In(y 十 Vi 于 普 )， 
解 丝 -L，3& -0，az -0，az- 1 az_193z az_ 1 az 
az I’ dy ”ar ”ay VI 于 和 ” x 9u ay Vity av 
dz ,dz 


注意 到 z= 二 e* 及 y 王 sho, 代 和 人 原 方程 , 即 得 a t ase shv. 


9 9 

【3463] (x 十 总 一 (x 一 四 乳 一 0, 若 u=ln Vrt+y ,v=arctan 之 . 

解 = 一 一 2 一 -2 Er 32-_ 工 
az zz 十 只 ay z++y" 9 工 zx 二 yy 9y Xx’ 二 yy 
92__ x 9z yy 3z az 一 yy 9 Xx az 
gz z+y du ry gz” ay x:+y du 2 十 只 ov 

和 Zz 十 ? (9 az]_ 工 -> (y3z< 二 razx) 一 
代入 原 方程 ,得 FF( > 下) (yt) 0, 
dz 9z __ 9z__ 9z 
a4 30 或 3 av 


22 十， 32 一 = 十 WT 二 TT 车 Wu 二 了 ,v=z+ VETFTE 
[3464] zazty ay z 十 VX 十 yy 十 2， 若 丸 9 z 十 Vr 十 y 十 . 


, az az az a oa 1 
解 题 思路 ”本 题 宜 用 微分 法 , 先 求 出 du 及 dv, 进 而 由 dz = do 求 得 于 及 5 ' 从 而 可 得 3 2 


解 ” 本题 用 微分 法 较 好 . 


dy 一 yd 
du— 7, 


工 
du 一 dz 十 Zdz 十 yd 十 zdz 一 ds 十 dz 十 2d?y 十 zdz (= VETF TE). 
一 9zd ody {dydr\) 十 3z 工 qz 十 之 dy 十 之 
dz 一 荆 dx 十 芒 do 一 开 ( 呈 一 2 ) 十 天 (dz 二 三 dz 十 衬 dy 十 二 dz) 


于 是 ， (1 一 茎 -三 芳 )dz= (一 志 2z 十 工 全 )dz+( 十 总 十 之 2z )qy, 


du 7 9v du 7 9v 并 r dm 


3z 一 ( 工 3z 十 之 关 ) (1 一 甘 - 宇 绎 ) . 


gz ( y 9z 王仁 )(1 dx 2 9x), 


9 XxX: Ou rr dv gu 7 gm gay \xAu r gm 
和 一 了 之 3z 十 工 2z 1 zy 32) az_ 2 9z 
代入 原 方程 ,得 z( 六 Ea > )+>( 元 元 十 > 宇 ) (z+7) (1 元 一 了 至 )， 


2(z 十 上 22 一 = 十 
9v 
如 果 z 十 r= 二 0, 则 可 推 得 x? 十 y 二 0, 但 由 于 xz 关 0, 所 以 ,zx 十 yy 不 可 能 为 零 .于 是 ,z 十 r 关 0. 从 而 ,得 


BE4 dz _X 2 
[3465] rty pr , 若 U 二 27x 一 zx? ，v 二 ， 


解 du 二 2dzx 一 2zdz， dv= Ydz. 
之 
ES 9z /1 了 
dz 一 于 dx 十 笃 do 一 六 (2dz 2zdz)+ 守 ( d dz) 
9z | y az gz +1 az 
于 是 ， (1+2 到 十 志 Ed 2 dx 二 二 字 dy， 
9z_, 9x 9z 2 az 9z_ 1 az 3z y 3z 
并 25 (1+2z 苇 + 2 区) ” 9 和 (1 十 2z 卫 十 总 了 于) 
有 az 十 ， 工 3z 一 工 32 十 之 oz XY I 
代入 原 方程 ,得 2z 3 zx av (1+2z3 + 2)， (2 侣 ) v Zz 
再 以 y 一 zu， z 一 方 (wu 十 玫 ) 代 入 上 式 ,最 后 得 
9z_ 世 z? 十 wu 
Uv Uv zi—u 


[3466]* (z+ 并 (y+ 和 二 z 二 y+, 车 U 二 ZX 十 z,v 二 yy 十 之 ， 


_9z dz, _9z 9z 
解 dz 殉 dzx 十 和 do 一 取 (dz 十 dz) 十 各 (dy 十 dz)， 


dz 9z _9z EE4 9z_9z 
于 是 ， Q ax 入 )dz 一 区 dz 十 芳 dy， 3z 于 人 Bu am 


将 经 及 经 代入 原 方程 ,并 注意 到 = 十 y 十 z 一 x 十 "一 *, 即 得 


wv 一 (utvz) (1— 扩 3 ) ， 即 G24 二 0 一 2 突 十 (2v 十 Ww 一 2) 到 一 uw 十 0 一 


【3467】 取 8 二 y 十 ze ,7 一 x 十 ze ”作为 新 的 自 变量 ,变换 表达 式 


(ete) +(ete) (re). 
工 dy 


2z de 十 于 dy 于 (dy+e dz 一 ze dz) + 人 (dete ?de ze ?dy). 


解 de 一笑 
是 (1 下 问 )4- (里 -ee 到 )4+ (器 天 )wo 
器 = (器 -xe 疆 )(1-e 问 -eo 羌 ) ， 区 (车 区 )(0-。 委 -和 
代入 原 式 ,化 简 整 理 即 得 原 式 一 一 了 一 < 一 
le ee 入 
[3468】 令 z=u y= 一) 


92 


变换 表达 式 ( 基 ) +( 兰 ) 


解 ” dz 二 vdu 十 udv,， dy 二 udu 一 vdv。 解 之 ,得 
_zdz 十 xdy _zdz 一 zdy 
du uit “ dv uw " 
于 是 ， 


9 9 1 9 9 
dz 一 隐 de 十 下 do 一 天 十 节 | 时 (vdztudy) 二 守 (udzr 一 vdy) ] 


= [ (vu)art (Eu)dy|, 
2 2 2 2 
( 芝 ) + (入 ) -rata 总 te 攻 ) + (x 器 -o 况 ) |] 二 7[( 站 ) +( 莹 ) ] 
【3469】 令 &=z， 7 一 y 一 +，《 一 z 一 x, 变换 方程 
9 
用 六 + 好 =0. 


提示 将 6,7 必 看 作 中 间 变量 , 仿 3458 题 ,可 得 呆 一 0， 


解 经 -au 96 194999u a du gu du 99， au 一 ax 
az 36ar 3739z 353r 36 397 357 ay an az 95 

一 ou 

三 式 相 加 即 得 E73 


【3470】 取 z 作为 函数 ,而 y 和 z 作为 自 变 量 , 变 换 方程 


(z 25 二 7 5 一 0 
az 
一 2Zd 十 2 = ld 
解 dr dz 3zd7 了 dy 
Dz BE4 
az 
3z_ 1 9z__9y 
于 是 ， 下 =- 去， 其-= 一 之 . 
EE4 EE4 
az 
4 ,2 
代入 原 方程 ,得 (zx 2)3z >? 了 0， 
az BE4 
即 dT_ Xz (y 天 0) 
ay 2? 2 


【3471】 取 z 作为 函数 ,而 x“= 一 > 一 z，z 一 ?十 z 作为 自 变 量 ,变换 方程 
(Gy 一 当天 十 ?十 要 下 一 0 
解 dx 一 dy 一 dx， dz 一 dy 十 dz. 


Iz, ar ， ar， ,~ gr 
一 区 虹 十 区 dz 一 区 (dy dz) 二 (dy 二 dz). 


9z | az 
az_ az az ,9x | az_ Bu Bo 
于 是 ， (爱人 )dz= 一 dr+( 闻 + 节 )dy， 主 rr 
9u 9m du 9m 
9 9 
代入 原 方程 ,去 分 母 , 即 得 字 十 学 = 芋 《〈(v 天 0). 


du gv Uv 


〖34723* 取 工 作为 函数 及 u 二 xz, YY 一 yz 作为 自 变量 ,变换 表达 式 


2 2 
4=- (天 ) +( 天 ) . 
解 dx 一 zdz 十 xdz， dv 二 ydz 十 zdy. 


9. 9 9 9 
一 苑 dx 十 守 dz 一 条 (zdz 十 zdz) 十 于 (ydz 十 zxdy)， 


-2 过 副 + 过) (部 ) 二 (部 ) ] < 天 + [总 )+( 芝 ) 


【3473】 今 e= 二 x 一 u, e' 一 y 一 w，e!: 二 z 一 ,变换 方程 


(3 十 = 十 四 3 十 (Cz 十 z 十 四 下 十 (z 十 ?十 办 臣 一 z 十 ?十 


du gu gu gu _ gu _ gu 
解 du ed ta dyt acdt™ aee t(dz dD tae "(dy di) + are ‘Cdz— du). 


OU 


于 是 ， (te 结 +e 六 +e' 续 )u-e 


DEL __ Dz _rAau 
eo 一 一 -一 
5dz 十 e "gr te 了 dz- 


du du 


将 由 上 式 确定 的 如 , 尹 及 吕 代 入 原 方程 , 即 得 


Gtetwe ttetwer 人 E+ (r+ytwe RE- (Zz 十 y 十 z) (te 呈 +e' 半 +e' 续 ) 


消去 同类 项 ,得 (一 四 e 瑟 + 一 De 7" 瑟 二 ze- 瑟 +Cz+? 十 o 一 0 
让 十 下 十 弱 十 ax 十 &% 十 oo 二 ec 一 0 


在 下 列 方程 中 ,代入 新 的 变量 ,vv,z,， 其 中 w= 二 w(w,v): 


即 


1 1 
【3474】 yi 3y YT)z, 令 4 一 T 十 y? ,vv 二 十 y’ ww 二 lnz 一 (x 十 y). 
1 1 _1 
解 dz 一 2zdz 十 2ydy， du dr ydy, dw 一 六 dz 一 dz 一 dy 
另 一 方面 ,dw 一 了 du 十 dv, 故 有 
"CW du do 


1 go dz 一 dv 一 3 到 9w/_ 1 1 
二 dz dz 一 dy 3 2zdrt2ydy) + 3 ( dr 六 dy 


六 9w__ 之 dw 9w 2z 9w 
整理 得 dz (2zz Ey tz)dzt+t (2ye 了 y +z)dy. 
9 9 外 
将 由 上 式 确定 的 隐 及 5 代 人 原 方程 ,得 
dw 1 gw gt 1 dw 四 
oz( 2z 下 = +1) zz(2y Duy +1)=(y ZX)z, 


即 P=0. 
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Ox EE4 1 1 1 1 
2 一 一 2 -一 一 >2 作 一 一 
KK3475] = 隐士 > 了 2 令 UX， v yy i’ Wi 


解 du 二 dz， dv 一 二 dz 1 gy, dw= dz 去 dz. 于 是 ， 
1 1 auwl auwr1 1 _ am 1 gw za 
dr dz 了 dz 十 52 ( 二 dz 大 dy)， dz (去 5 一 二 5 ) r+ dody» 
9z 2 39w_ 1 ow az 于 9w 
az (= 9u zx’ 3 ) y yy gu 
让 2 mw dw 29w_ 2 可 2 2 9w_ 
代 人 原 方程 ,得 2 (1 T Fn 2 ) te EE 或 zz 5 0. 
由 于 z 关 0， xz 关 0. 故 得 =0. 
dz sg9z__ 和信, 
【3476} (zyt ot ly )3y ty 令 uU= yz— xX, UV—=Xxz—y, W—=Xxy— 2z. 
解 dw~— ydz+zdy—dz—2e(zdy+ ydz—dz) 二 Se(zdr+ zdz— dy). 
4 dw gw dw dw at 9w 
整理 得 (1+z 了 2 十》 52 )dz (y+ z 3 ) drt (z+ z 3)dy. 
az_ 1 | az ,ow dw 9w) az_ /aw am dw | ,aw) 
于 是 ， 天 = (>+ 起 = 写 )(1+z 下 + 了 下) ， 于 = (x+ 党 = 了 8) (1+z 3 二 7 3) 
dw gw dw dw 9w dw 
代 人 方程 ,得 (zy (y+ 于 一 z)++ -yzt 人 -ze )=(z+y2) (1+z E+y Oe), 
即 (zy 2ry) =0. 
不 难 验 证 ,由 方程 1 一 zx’ 一 一 z: 一 2xyz 一 0 确定 的 隐 范 数 不 是 原 方程 的 解 ( 证 略 ). 于 是 ， 
9w_ 
gv 
dz\? zx Oz 9 
【3477】 (z 于 ) +(> 区 ) -2 令 Xx 二 ue”*,， y=ve”, z= we”. 
解 dz 一 e“du 二 ue*dw, dy 一 所 do 十 ze"dw， dz 二 e* (1 十 w)dw. 
于 是 ,有 
erdw 一 站 dz， edy 一 dz 一 xze"dw 一 dz 一 [二 dz， edv—dy—ve"dw— dy 站 dx 


在 全 微分 式 dw 一 字 du 二 92dv 的 两 端 都 乘 以 e" ,并 将 上 述 结果 代 人 ,得 


dz -3wfdr 一 2 EL -也 
lw 3 (dz Id) + (dy IP) 
dw gw 9w dw 
或 (1+uPto 3 ) d= + drt +tw dy. 


将 由 上 式 确定 的 苇 及 苇 代 人 原 方程 ,得 


[ea+ 四 强 ] +[ oa+ 四 唔 | =CweyQtw 这 
消去 [e" (1 十 w)]? , 即 得 w (PE) + (EE) =w 2 了 
〖3478】 令 kx 一 in Vx 十 ,vw 二 arctanzywWw 二 Xx 十 y 十 zx, 其 中 w= 二 wlu,v) ,变换 表达 式 
(zx—y): (于 一 邯 ). 
解 dw =dztdyt de— Gdut da (2 )+ 屯 (2 ) 
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TR 


将 由 上 式 确定 的 攻 及 甘 代入 所 给 表达 式 , 即 得 


一 站 1 一 -1 2 邓 一 coszp er 
xz 一， _ 2(1 IT 十 就 下) (1 cos’v 532)e 


2z 9z ZL—y dw dw 

gz 9y z+y du az 

【3479】 令 x 一 ze ，z 一 ye ,w 一 ze ,其 中 ww 一 wl(w,v), 变换 表达 式 
_az ,az 
gr gy 


解 dw = (lt) de— Tdut edv— 52(erdz 十 zerdz) +9(edyt ye dz). 


9w 
9w dw _9gw 9w dz __ au 
于 是 ， (1+z x Fo y 3 ) d= Fdr+ dy, 元 二 EE EE 
1 十 z 一 一 一 y 一 
au 9v 
9w 
2z 一 9v 一 2z : 929w, dw 
9y __9w 9w az dy du 9v 
1 十 = TAL ao 


【3480】 令 6 一世 ,7 二 送 , 5 二 zw 一 攻 , 其 中 一 w(&, 力 ,变换 方程 


du Au gu __ XY 
Trtyay 1? 3z—*t 。 


之 


之 2 


解 dw= zdu— udz 一 张 ae+ 吕 an +d 


2? 9é 
两 端 同 乘 x? ,整理 得 


乞 97 38 


zdz 一 z 张 dz+z 汪 ayt+ (uz Ey Et OE ) dz 


将 由 上 式 确定 的 天 , 好 及 总 < 代 人 原 方程 ,得 


3a6 dE >9 at 之 上 zi 
令 zr 二 rcosg,y 二 rsing, 写 出 下 列 各 式 在 极 坐 标 r 和 下 的 形式 : 
【3481】〗 w=zx Er 学 


解 dz 二 cosgdr 一 rsinpdgp， dy 一 singdr 十 rcospdgp. 联 立 解 之 ,得 
dr 一 记 dz 十 之 dy， dg 一 二 dy 一 过 dz. 


uu /Eu yy NM 了 ux ou 
于 是 ， du = ardr apd (3 ar 2 dz + (2 ar ti 了 下)dy， 


将 公式 9 代入 原 式 , 即 得 


[3482】 w= zty 人 OE. 


六 


解 将 公式 9 代入 , 即 得 


r 9r 7 99 9r 
【3483】 w= ( 问 ) +( 怠 ) 
2 2 ? 
A 


_ giu | gu 
【34843】 wt ay 
解 ” 先 导出 极 坐 标 变换 的 所 有 二 阶 偏 导数 的 变换 式 ,将 r,q 看 作 中 间 变 量 ,x,y 看 作 自 变量 . 由 于 
dr=d(dr)=d (之 dz+ 之 dy) 
r r 


2(zdy 一 ydz) 2 
dyg 一 d(dp) 一 d( 再 dy 一 凑 dz) 一 一 一 2 交工 dr 一 一 二 (zdy 一 ydz)(zdz 十 ydy)， 
dg?u 9 gu au Au 
2 一 一 一 二 一 1] 2? 十 < 1]2 CE 2 
故 有 du 了 天 dr 十 2 373 drdpt sz dp +37d "rt agd 9 
_ 8u1zdz 十 ydy gu (xdzxi+ydy\ /xdy—ydr\ | Fu/rdy—ydx\’ 
= 和 r ) t2 3 ( r )( r? )+( r? ) 


du (ydz 一 zdy)2 ,9 2 
十 采 (一 交 )(zdy 一 ydz)(CzdzTydy)， 


将 上 式 右 端 按 dz ，dzdy，dy 合并 同类 项 ,并 与 全 微分 式 


92u gnu 92nu 
2 2 2 
du 了 dz 十 2 5537dzdy 十 5 dy 


比较 , 即 得 
3 和 3 2ry Gu Pu du ,2xy Ou 
az rar ri grgg roag ror rr og 
du_Yy Ou 2zy Gu | x Ou) x du 2zy au 人 
gy rar ri rapt rr ag rar rr og’ 公式 10 
CA 
9zay rz ar 和 3 argag rigg rr’ gr r ap” 
3 a 
将 公式 10 代入 原 式 , 即 得 w= 十 证 2 二 汪 2 
r 六 99 r 97r 
24 9? gu 
一 72 一 一 2 二 一 
【3485〗 wo gt27y Fay ty gy 


gz O92 32x gz gz 
【3486】 w= y? 3 二 一 273 一 一 十 zx? ay ( ) 


解 将 公式 10 中 的 4 换 成 z, 然 后 代入 原 式 ,化 简 整 理 得 “一 天 
【3487】 令 xz 一 rcosp，?y 一 rsinp, 变 换 表 达 式 


_auao gu gv 


~ gra9y 9y ax’ 
解 ” 对 函数 及 分 别 用 公式 9, 即 得 


一 ( 主 仔 -六 壮 )( 祁 器 + 志 儿 ) (之 gu 于 区 ) (于 多 = 地 (于 并 4 22 ) 
r 


r ar rz 9pg/\r 9r 7 9g r 9r rr: 9p r 7? 9p r、\9r 9p 3p ar 


2 82 了 


【3488】 引入 新 的 自 变 量 6 一 z 一 at,y 一 了 十 at, 解 方程 3 一 2 
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au _ dx 9€ ,ou 97 9 9u 
解 于 a€ at 37 3 “56+a ay’ 


9u_ gu 9€ | Ou 979&L | Ou 


3 一 3 az | gn dr BE gn 
ou 2 (—a 2 
32 at\ «ae 3 
Fu 3 (GI) 2 于 玫 二 3 
az 9z\36 97 a 361 37 


9 2 2 2 
十 a 4 )=a 2a’ 二 忆 十 2 Ou, 
27 


于 是 ,由 2 一 a? 2 得 其 =" 解 之 ,得 党 = /6 ,从 而 ， 


Ea ar’ 
& 一 9 人 5 十 风力 二 PCZ 一 区 十 大 工 十 cb， 
其 中 pg 及 y 为 任意 的 函数 . 
取 w 及 wv 作 新 的 自 变量 ,变换 下 列 方 程 : 


az dz dz gz gaz  、， 
【3489】 2 5 严 二 3553 yy tart ay 0 设 x 一 z 十 2y 十 2 及 v= 二 z+ 一 y 一 1. 
解 32 9u19z 9v_9z19 92_29 az 
oz du 9rT goar du gu’ 9y du gm 
Fz_ ax Oz + dz _9 (2)= Oz Oz Ox 
9z2 au’ dudv dv dxay 3y\9z au: gudv dw’ 
ges ee 
dy wz audv dw 
入 gz ，Dz 
代入 原 方程 ,化 简 整 理 即 得 3 十 于 一 0. 
gudv 92 


2 2 
【3490] QA) +t te 至 +? 六 =0， 设 w=ln(x 十 VI 二 2) 及 v=Iin(y+ Vi ). 


解 938594 1 az az 1 as 
dr gu 9z Viz ou’ 9y /I+y au” 
| 1 六 )= 工 DZ 1 gz 
ax: gz\vVTI 十 好 ou (1 十 妇 ) 洁 9 1+x’ au:” 
Fa yy 1 ar 
区 (1 十 吧 ) 生 am ly aw 
Oz | Oz 
代入 原 方程 ,化 简 整 理 即 得 J tao- 


十 2 92 az 2 Oz 
K3491] arx F377 + 2bry 3zay ty ay 0 (ayp,c 为 常数 ), 设 x 一 Inz，v 一 lny. 


解 9z_ 1 9 9z_1 gz Gz _1 dz 


ar Xu ay y ao， 5z5y ry azxau” 
2z 一 1 3z|19z，9z- 1 az|l oz 
DZ2? Xx: du x! du” 332 y av vy av 
dz Oz OQ? Dz gz 
代 人 原 方程 ,化 简 整理 得 4) +t (0. 


Oz az ,nn 工 yy 
【3492】 3 二 十 5 0, 设 zx Zr? Zt 
dz __ gz du | dz gv 9z _ 9z du | 9z 9v 


解 5a9 3y may! ay 


dz du gm , dz/9U\’: | 9z du | Oz Ov 
天 = 天 ( 臣 ) 十 2 235 3x + ) 
ga 


uw? diz Ou am 92z 
) + gudv dy 9y a 


9 一 9 
本 题 中 ， 2 一 2 


9u _ 2zy dv gm yz du 


ay (z+y): az” 9y (z+y:): 39z” 
gu_9 (也 )= 3 ( 饶 )= 9 (一 经 )= 一 了 


az ar\ay/ 3y\az/ dy\ 9y ay 
注意 到 
则 由 公式 11, 即 得 有 过 + 综 -[( 基 ) + ( 关 ) ]( 呈 + 后 )=0 
由 于 ( 张 ) 十 (器 ) 关 0, 故 得 变换 后 的 方程 ”2 芝 十 3 一 0 
〖【3493 了 +9+wz=0, 设 X=ecosv, y= e’sinv. 


解 ” 由 于 Xx 二 ecosv, y 二 e*sinv, 故 有 
Xx: 二 y=e*, u=ln Yr:+i+y， tanv 一 立 ， v=Arctan 过 
(vw 的 多 值 性 不 影响 求 导 所 得 的 结果 ). 于 是 ， 


ut 9 Ou yy -av 
ar z+y 9y 9y I 二 dz 
由 3492 题 得 
diz diz ，， =| Qu \? ou 了 gz ,92x 2 2 及 gz ，32zx 2 
对 + 屯 +w 一 | (六) 十 (下 ) ( 基 + 基 )+7 [ty (+ 节 )+w 
2 2 
—e™ (FF+aF) tm =0, 
92z | dz 2 
即 本 十 了 十 了 ez 一 0. 
32z Oz 1 9z mm 
【3494】 3 二 一 73 一 2 (y>0)， 设 x 一 xz 一 2Vy 及 一 z 十 2Vy. 
au dm 9u 1 9v_1 
解 1， 2 一 1! 一 上 二， 守土 
ar ”ar ”ay Wy” 9 Vy 
au at Fu 1 Fo 1 
dz2 ax? ” y 2y¥ ay’ 2y3 
由 公式 11 得 
az az Pao Fa 1 9 1asi 1az 2 Fell ge 
9z2 dw gudv gv dy 2y¥ Ou 2 党 am 3 3 y uv y ao2 
az 1az 1 az 
3y Vy ou Vy 9v 
gz 
代入 原 方 程 ,化 简 整 理 得 Ep 
dz 2 xz 、 并 
2 二 ~ 一 ,2 二 ~ 一 一 一 一 
【349S3 zx 一 3y 0，, 设 xz 一 Zy， 了 y 
解 经 -,， 32- 工 ， 双 -rz，3- 一 工 ， 4 Pv, Pu og, Pv_2x 
3r az yy 3y ”’ 9y yy' 9x ' 9x © 9y ay yy’ 
gz gz gz | 1 gz gz dz 2r: dz | Xx 9x | 2x 9z 
AN 种 二 二 一 2 一 72 一 一 一 “< 一 一 十 二 一 一 二 < 一 -一 
由 公式 11 得 2 ?3 a du9v yy av ay ” a yy dudv yy 9v mw 


99 


代入 原 方程 ,化 简 整理 得 ”之 乞 一 六 3z 


.iN 


gz 
20<__ (2 一 一 
[3496] = 了 (zx:ty 379y y 5 zty: 


dz gz 1 dz gz gz 1 az dz dz 2 zz 十 1 gz, 2 gz 


解 到 一 3 一 到 3 ay au yy av 3 好 dW Xi udv TIT x 9 


dz diz 2 gz 1 dg?z 2 BE4 dz gz 工 十 二 ?zz 1 
ay dw yy audv y a yy dv’ azay aw (= )5 访 2 2 


az 
aw" 


2 .22 二 vy)? 1 1 a? 
(x —y) -所 这 (x 2 一 ( 云 十 广 ) [zx 十 人 2 一 4zy] (we 4 刀 ) 一 wo(uw 4). 


得 : 3 一 2 3z 
从 而 得 变换 后 的 方程 Ye we av” 


diz 
【3497】 zy 37 (rz +y 疾 


Gk 


gz gz zx 9z 9z dz Pz 2 2， 
解 ax Fty a 和 zx? 和 2zyz 十 > 2 


dz ,gz 92z 2 92z ，Dz dz _ a? Z| 
IY 3 十 2z7 gao tT Ft a 2 


+ 5) + 


2 .2 


代入 原 方程 ,得 Lz ty ) 


一 4Zzy ED 


即 (wiv 


2 . 2 。 9? 、 
【34983+ zx’ 3 和 一 2zsiny Fa tiny -0 设 x 一 ztan > ，U 一 工 . 


解 2 一 t n 一 一 secz 之 2 二 
azx an 2 du 9v’ ay 2 2 gu’ 并 2 gw 2 gudv am” 
> 


代入 原 方程 ,得 
32x 。 并 ， gz 、 
zx? 3 (zsinysec: 言 一 也 sin? ysecz 之 tan 立 ) Eylnn (2ztan 半 一 2ztan 这 sin 六 


2 
> 
2 


一 2ztan 之 cos’ 学 他 = 一 一 一 一 他， 
dz__2u 3z 
dm ul ou 
Oz 32z 设 一 (十 由: ,2 
5 YI 0 (Z>0,y>0), 设 zz 一 (十 罗 : 及 y 二 (uw 一 0)?， 
解 ”由 z 一 (zx 十 轨 : 及 > 一 (zx 一 切 : 分 别 对 工 及 对 y 求 偏 导数 ,得 
1 一 2(x 十 可 ( 江 二 吕 ) ， [0=2(x+ 本 (下 十 于 


即 


【3499】〗 zx 


ax 


0=2(u—) (2 ); 1=2(u—v) 


9 _ gm 1 du gv 1 


解 得 97 ar dF’ a 9y uo 


甘 +z 攻 =0， 设 w= 吝 (z 十 光 ) 及 zw 一 zy. 


十 2z 
az 


) 天 


于 是 ， 


dz_ Az ou | 9z GU 1 (2 az) 
ar du dr gogr 4(ut+w) ‘du 9v/’ 
as_ 1 (2 98) 
ay 4(u—v) \adu dv/’ 
32z 1 (并 32 ) (9z 2z ) 1 Dx du az dv, az Gu, 392z 9v 
ar? 4(ut+w): \ax Gx/ \du gw rar (9 dr dudv dx dudv dr av 于 ) 
1 dz | gz 1 Ox Qlz | 9x 
8(ut vw)’ (下 十 天) 二 CD ( 玩 十 2 55T3 )- 
同 法 可 求 得 
02z__ 1 ( 圣 一 经 ) 1 ze dz ox 
ay 8(u—v)’ \du gm 60 (9 9udv a ) 
代入 原 方 程 , 得 
Fz az 
TI7 了 ay 
ao) 1 /9 oe az 1 1as az 1 /Fs ,Fe oe 
本 grr (P+ ) + (E+) + 于) 16 (7 2 t+) 
_1 dv dz du 9z dz \ 
= 亩 (2 du ui—v avt4 区 区 ) 一 0， 
32z 1 EE4 dz\ 
即 也 (和 “了 0. 
32z gz 人 一 
【3500】 区 = 0+ 于 ) , 设 w=x, v=y 十 x， 
解 由 w= 二 zx, v= 二 y 十 zx 得 
du=dz， dv 二 dy 十 dz， dz 一 之 du 十 之 do 一带 dz 十 之 (dy 十 dz) 
UT Or, CVTOy TO, Or dT a gu go yo). 
az az 
_9z az EE3 9z_ Ou az _9v 
于 是 ， (1 EE) 也 dz 十 5ody， 于 az’” dy EY 
1 一 2 1 一 至 
dv dv 
az 
dz __ dm 1 
ltay 1+ Dz 1 经 (1) 
av 9v 
gz _9 azy_9 1 _ 1 gz 1 Oz du az dv 
又 3 + 劳 ) ~ 去 ( 记 去-T 云 ( 苇 ) [1 (3 az av 并) 
dv dv dv 
1 dz | dz dz\ 1 Oz /1 9z\ 32z 9z 
ey (mt 5 kz 元 ) 二 3 :| (2) 
9v 9v 
将 (1) 式 和 (2) 式 代入 原 方程 ,去 分 母 即 得 
(1 2z ) 32x 9z Oz_] 
dvu/dudv du ov ” 
【3501】 利用 线性 变换 * 一 = 十 hy,y 王 z 十 iay ,把 方程 
Qu gu Ed 
A 了 十 28B 3zay te 5 一 0， (1) 
(其 中 A,B 和 C 为 常数 且 C 了 0, AC 一 B?<0) 变 换 为 下 面 的 形式 : 
Ou 
一 0. 
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求 满足 方程 (1) 的 函数 的 一 般 形 式 . 


gu_9u |, du gz ~ gu 9u giu_ gu gu | gu 
解 57 tan 3y Masthay ar aF ?980nt a 


Fu at 3 
3 了 + Qt) dnt a 一 六 了 十 2X142 jt a 
将 上 述 结果 代入 原 方程 ,得 


2 2 2 
CAT2BX + OA) + 2A+ B+) + Ch] + CA+2BX + CA 缔 =. 


当 4 十 2BA: 十 Ci 一 0 及 A 十 2BAs 十 C 名 二 0. 即 和 与 为 方程 A 十 2BA 十 CX 二 0 的 根 时 (注意 ,由 假定 
C 关 0,AC 一 B?<0, 玫 此 方程 怡 有 两 个 相 异 的 实 根 ) , 原 方程 变换 为 


32 
[A 十 BC 十 jz) 十 Chha]3695 一 0， 
2B A 
由 根 与 系数 的 关系 得 : th MX2 一己， 于 是 ， 
—_ pp2 
4 十 BO tA) + ON = A #0. 


2 2 
从 而 , 必 有 所 此 时 ,3 一 区 ( 生 ) 一 0， 故 卫 一 F(6) 且 


w= | /Cat D=9 tIAD prtAy) + zt). 


【3502】 证 明 : 拉 普 拉 斯 方程 Az 一 和 十 2 一 0 
并 9y 
dag_ 3 ap _ 3y 
的 形式 在 满足 条 件 障 = 光 , 溯 = 一 下 
的 任何 非 退 化 变换 Z 一 p(Cuyv)， y= plu,v) 
下 保持 不 变 . 


i 一 22d, 十 99 一 3 十 2 一 一 224 十 32 
证 dz 了 dz 十 5odv， dy 到 dx 十 juodv aod tt Fd 


令 二 (9 名) 二 (加) . 由 于 变换 是 非 退化 的 , 故 知 


99 a9 , , 
PE- ||-(P) + (用 ) = 
du 9v 
由 上 述 方程 组 解 得 dx 一 于 (32dz 一 32dy) ， dz= 了 (32dz+32dy) 


由 3492 题 的 证 明 及 公式 11 ,并 考虑 到 
( 闫 ) +( 问 ) = 去 [ (2) + (器 ) ] -并 ， 


I 
+ (党 ) (3 下) 了 (35+ 天 )-9， 


2 9? DA 
即 得 4z=2 二 + 一 | (党 ) 
392z ,gz 
或 3 {a 0 
即 形式 是 不 变 的 . 


【3503】 邻 x= Fr) ,其 中 r= Vz 十 yy ,变换 方程 : 


uu = 
(CD Au t=0; (2) A(AW =0. 


3&_ rr Mp) 
解 〈1) 字 =f'0D 半 = 了 (六 ， 功 = 中字: 
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于 是 ， 
92 ” a 7 1 2 LA 2 ’ 
92 | 7 (门生 三 |- bl 人 +5 于 f(D + (7 (一 总 )= 雪 f ( 门 十 点 大 (站 


ar? r 
Puy pr 
同 法 可 得 一气 7”(m 十 吾 世 f'(n). 于 是 ， 


= Dl de 
Az 一 大 (7) 十 了 (r) dt 二 可 0， 


_1d/ du 

也 可 写成 Au 一 二 所 (~ 坚 ) 一 0， 
工业 [4 ldf,d/du rl dV ldf ,du du 1 du 
CWA4wD= 广 总 [7 襄 (4 一 让 ( 名 + E) |- -dr [- 7 | 


2 
dr rd ”dr rn dr 


【3504】 若 令 w 一 f(t， 其 中 4 一 (zx 一 zo)(y 一 yo)， 则 方程 萝 范 十 cw 一 0 化 为 何 种 形式 ? 
dw dw Fw_dw dw dw A 
解 57 一 (YY%)gu” 97z9y dut" dw' 于 是 ,方程 373yt+cw0 变换 成 


wu + 于 +cw= 0. 


【3505】 令 z 十 y 一 X，> 一 XY, 变 换 表 达 式 


9X_]1, 2X1, 2 >» ,9 __ Zz 
az 9y 9 工 (z 十 y)2 ”393y 《〈Zz 十 人 2 7” 


9u_9u_ > 2 

au _ au 2y 92 y Ou 2y du 
gz 9X2 (x+y): aXaY (zx+y)! 9Y: (z+y): 9Y’ 
gu ou xy XYy Qu zy Gu_ ry Ou 
gxzgay gagX: (zy)’ aXay (ZX 二 y)* aY? (z+ y)’ 9Y" 


, _ _y I au 
代入 所 给 式 子 , 得 4 一 X 3 一 YX 十 3 广 . 


【3506】 证 明 ， 方程 FF+2zy 3 革 ++2(y ETT 0 的 形式 在 变换 x 一 uw 及 y 一 二 下 保持 不 变 . 


证 v= 二， u= =zxy. 于 是 ， 
y v 


dz_dz du | 9z gu_ dz 9z__gdz du | 9z gv gaz_ 上 9z 
5 dudr 3 了 I 9y udy 了 3， 
A 
代 人 原 方程 ,得 和 +2zy 共 十 2z(? 一 总) 天 一 2(2 一 六 ) 训 +r 0. 
即 SF+2u +2(v 区 5 E+wv 2 一 


故 其 形式 保持 不 变 . 
【3507】 证 明 :方程 2 十 2 9 
证 将 u,v 作 中 间 变 量 ,x,y 作 自 变量 ,微分 得 


3 一 。 的 形式 在 变换 uz 十 及 v 一 y 十 < 下 保持 不 变 . 
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dz 一 dz 十 dz， 


do 一 dy 十 dz， diu= dv= dz. 


一 9zdj 十 2 一 (9z 十 2z 3z gz 
于 是 ， dz 一 匡 dx 十 芒 dtv 一 ( 茜 十 开 )dz 十 下 dz 十 蔗 dy 
gz 1 9z 1 9xz 
今 4 一 1 一 一 一 一 一 -一 一 一 
令 A=1 FE 3 , 则 有 dz 一 A 殉 dz 十 二 和 dy, 且 
9z_1 3z 9z_ 1 9z 
az A au’ ay A av’ 
1 一 2z 9z 9z 一 9z 
_ 9v 9v _ 9 
从 而 有 dz 一 dz 十 dz 一 ry dz 十 元 dy， dz 一 dy 十 dz 一 甩 dz 十 一 dy， 
de dw 十 2 Edudvt od + dut ed 
Y aM uv 9p dv 
上 面 最 后 一 个 等 式 即 
=1 /9z[ (1_ az 9zjgy| 3 9z 9z 9z 一 2z 
4dz 一 志 {3[L( 芳 )dz+ 荆 dy ] +23E (1 dtdy [Faz+ (1 A 
9:z[ 9z BE4 2 
+33|[ 3zaz+ (1 一 经 )ay] ). 
az_1T11 azy? azz az az az | (ae) Fz 
于 是 ， 于 - 太 | (4 2) 3 +2(1 了 了 元 十 (下 ) 天] 
gz _ 1[f9z/, Iz\9z | 9 9z Ox _ a9z\ 0x | 9 9z \9 z 
-六 | 关 (1-3 5 au 于 + (1 六 ) (1 Ep 起 (1 一 劳 ) 姑 |， 
gz _ 1[T/9z\: or, 9/ gzN9z xz dz 
知 - 市 | ( 壬 ) 和 +23 (1 一 3 2) + (1 于 ) 迁 | 
4 D2 x 32x 32z 
代 人 原 方程 ,化 简 整 理 即 得 了 十 2 qnaot 3 0， 
故 其 形式 保持 不 变 . 
[3508] 令 Z 一 人 3 一 上 Zz 一 1， 
gn gu gu _ 
变换 方程 Ty F795 ty 302 十 zz 3592 一 0 
一 rz93 ,9 
1 一 az 十 7 32， 
reo 
解 ” 由 于 0 一 5 了 六， 
—, eon 
0 一 73xz 十 az 
3 27 1 21 
故 有 9 2 人 5 ar 25” az 27 
38 1 397 9 1 
同 法 求 得 ay 2” dy 2é” 9y 26 
于 是 9u_9u 9 [ou oq ou 站 一 全 dull ul 3& 
’ az dé€ 9dr 9n9r 359z 27¢ 9€ 2¢ 9n 2n ae’ 
gu _9 ( 迷 ) 
azay ay 9 工 
9/(é€)%u afax +alf(lLyaz+rlL 9 (ut3 (i113 (mu 
和 一 坟 ( 环 ) 叶 2 (+3 7 (35) 于 二 2 的 (3 亲 ( 可 ) 息 + ay (§ at 
-lou é€ ou 1 au 7 ul ul ax 1 Pu 
4 9€ dm a8 468 97 46 ap 4615 ab 46 2 a€97 
和 au 1 ul ou 1 3x ax 1 ax 1 gu 
同 法 可 求 得 3y9z 4én¢ 9€ dn a 48¢ 了 4&5 937 487 935 训导 3798 
Ou 1 au é€ au ll au 1 du £ ou EE 
jz 47t a 47t98 4 这 4 条 af 8 4 六 atae 


) 


(1) 
(2) 


(3) 


将 (1),(2),(3) 三 式 连同 zx,y,z 一 起 代入 原 方程 ,化 简 整 理 得 


ae， au va Pu Pu Pe Pu Oe 
$ag 1 nt tacté 7 汪 / Er ae 2 人 3 二 下 5 区 天 区 )， 
9 Au 9 au 9 duN du 9D2z 922 
即 AGEAREEACE DAE ?6 tt tc) 
【3509】 令 V1=X2trxa rt, y=xA+zx—r, YA 二 xxs, 
, EE 
变换 方程 dx 9z8 I dra {Ira + ara 0 
解 ”不 难看 出 


dz _ 
axi ( 9 + ay 


把 上 述 结果 代 人 所 给 的 方程 的 左 端 , 即 得 


CE dg2z dz dz 


dy Gy: 9ys 


9 9 2) 2x (2 9 >) 汉 = (六 + 六 -六 )= 


ax? 十 3 好 dx aziar aziaz 3zzaza 
=- 汪 (站 二 3 _ (22z az ) 2 (2 az ) 
dzl\9zl 9x2 dx “dXxs 9x3 Gx3 “9x3 gx 


a 9 /, 3 
-二 (2 近 )+ 王 (2 这 )+ 到 (2 下) 
3 


( 2 十 了)22 二 (22 2 二) 二 (+ 
9 


3 和 9y: 9y3 /33s 9y! 9y: 9 


= ( 努 Ei 9z) 
9y? 929 9% 


oa? 92 9 
从 而 , 原 方程 变换 为 了 二 十 了 十 了 二 一 0 
93y1 932 933 
【35S10】 令 = 立 ， 7 一 二， t=y—z, 
gnu gu du gu Ou oz 
> 29u, 29u ,2du Ou 一 
变换 方程 Tz 37 十 y 3y 二 +z 了 十 2zy 3257 十 2zz 3 十 22z 5 0 


提示 将 方程 写 为 4:v 一 Ax 一 0 的 形式 ,其 中 


3 3 3 
A=x 了 十 > 3 十 = 3z: 


S 9 9 9 
解 定义 算 子 A: hv 一 (z 闻 ++y 季 +z 施 )*， 则 有 
9 9 9 9? 92 Ea 9 
Aru =A(AD -=z AD Ty A tz (AV -zr(z jty Fat + 元 儿 


azaz az 


2 oz 2 9 a? oa? a? 9 
ty (za ty trata ) tr ty ta)" 
9 
(xz 二 +y 亢 +23 ) ut Au 
于 是 , 原 方程 可 改写 成 。 (z 了 +y 了 +z 卫 ) w=-0 或 Aw 一 Au=0 
机 3 7 了 3y ax “ 
但 是 ， 
_ au an an 1 ya x ul ua) (1 du az 
Au 一 3 十 7 3 二 < 3 z( Zi a zi 4)+y(3 了 十 下 ) zx( 二 an at 


从 而 ,hzz 一 Au 一 党 由 于 t 尖 0, 故 原 方程 变换 为 


du __ 
a0 
[3511】 令 Z 一 rsingcosp， y 一 rsingsinp， z 一 rcosb， 
把 表达 式 
_ /auy’ DAN Dz _ du | du | Ou 
Au= (2¥) + 于) 十 ( 淆 】 及 Mu Tay zr 
变换 为 球 坐 标 下 的 形式 . 


提示 。 所 给 变换 由 下 面 两 个 特殊 的 变换 构成 : 
z=Reosp, y= Rsing, z= xz; R=rsing, p= 99, z=rcos0, 
并 分 别 利用 3483 题 及 3484 题 的 结果 ， 
解 ” 先 作 变 换 x 二 Reosgp, y 一 Rsing, z 一 z, 它 相当 于 对 z,y 坐标 作 一 次 极 坐标 变换 . 
利用 3483 题 及 3484 题 的 结果 ,对 新 变 元 R,p,z 有 


w= ( 问 ) + (总) +( 问 ) = (号 ) + 让 ( 问 ) +( 甘 ) ， 


9y 
9 du, gu du, 1 du, 1 du ,ou 
Mu ta ta IR +R 入 十 页 3R+ 2: 


再 作 变换 R= 二 rsing, gq 一 gp，z 二 rcosb. 它 相 当 于 对 R,z 坐标 又 作 一 次 极 坐标 变换 ,其 中 尺 相当 于 公式 9 中 的 


ys9 相 当 于 公式 9 中 的 p. 于 是 ， 


du 及 ak z du 


UR 到 十 过 < 一 ing 3 十 cs 9u 
r 


aR rar riapg ™ rr 30 
再 利用 3483 题 及 3484 题 的 结果 ,得 
au 1 /ou ad _ /ou 1 /ouy’ 1 /auy’ 
41u=( 张 ) + 京 (下 ) + 人 (对 ) =( 茸 ) 十 评 ( “) + ano) ， 
.022 1 3 ， 1 du ,gu 
Mu TR +R 3 下 二 页 aRt 32 


au 1 gu, 1 du 1 du 1 (si du | cos0 au) 


ar FaF yar rsinzg 3p + raing 
azu , 1 au 2 du 1 Ou 1 du 
ar rr 38 r gr rsinmgag ritang 90 
_1r9 Au 1 9/. ,ou 1 gu 
-六 [ 充 (” 总 )+amp 部 (s9 品 )+5im 续 | 
注意 到 两 次 变换 的 乘积 就 是 所 给 的 变换 ,因此 ,最 后 得 到 Aiv 及 Azu 的 结果 即 为 所 求 ， 
【3512】 引入 新 函数 ww, 令 w= 二 xz ,变换 方程 
< (3+) 一 ( 兰 ) +( 绎 ) . 


gr 9y gaz 9y 
解 3 dz 2 多-l 3 9z_ 1 dw 
ar dw 9r 2z az” ay 2z gy’ 


gzx_ 9 /9z 9 _1a3umw 1 azadw_l Hw 1 


19 2 
于 =- 冯 ( 芒 )- 冯 (到 于) 起 实 - 琶 六 六- 去 实 - 府 ( 民 ) ， 


az 1 ?vw 1 (经 ) 
3 和 2z ay: 4z3 \gy 
4 dw | dw /aw ai: 
代入 原 方程 ,化 简 整理 即 得 v( 短 +5)= (天 ) +( 强 ) ， 
即 形式 是 不 变 的 ， 


取 w 和 ww 为 新 的 自 变 量 , 而 ww 一 w(x,z) 为 新 函数 ,变换 下 列 方程 : 


2 
[3513}1 y FE+2 9z— 2 , 设 x 一 了 ,了 一 并 一 工 zx 一 儿 . 


ay I 
解 ” 从 3513 题 到 3522 题 均 属 作 变换 
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1 一 My)， 一 VC y)， w=w(r,y,2) 


的 类 型 . 我 们 来 导出 一 般 公式 ,顺便 指出 一 般 方法 . 
将 u,v 看 作 中 间 变 量 ,z,y 看 作 自 变量 , 则 有 


9 9 9 9 9 9 9 
ee i dw= a ee 


ody’ ，d v= dz 


dz 


2 
pe ve dz? 十 2 drdyt22 六 时 dydz 十 2 这 Hddr+ dz 


用 如 信人 生生 人 址 可 -aaan tai 化 人 得 


Seqz = (2 到 至 2 dw) 十 (到 到 Sw 2 dw) 

az Bu ar aar ar/ \au day dvoy dy/ > 

于 是 ， 

9 (2w) (2 Au 3w 2 9w) 

gr 下 9z du or ggaz az/ 公式 12 
人 


-1 
革 ( 滨 ) ( 息 下 + 中 下 -起 ) 


其 中 了 及 3 区 是 原 方程 中 旧 变 元 间 的 偏 导数 ， 而 5 及 取 是 变换 后 新 变 元 间 的 偏 导数 ,其 他 均 为 由 已 给 变换 
导出 的 已 知 关系 式 . 
把 上 面 求 得 的 中 ww,du, dv, 中 wu,div 代 和 人 表示 新 变 元 关系 的 二 阶 全 微分 式 : 


9? vw DW) ai | 9w 
3 gwdudvt 5 dz 十 Jud & 十 gd vs 


d? w= 


再 把 式 中 的 dz 表 成 已 求 得 的 dz 十 32dy, 按 dz ,dzdy 及 dy: 合并 同类 项 ,最 后 把 所 得 的 结果 与 表示 旧 变 


_ 92z 32z OQ? 
2 一 2 2 
元 关系 的 全 微分 式 : ded +2 EE drdyt sdy 


相 比 较 , 即 得 
9s (we) Fw au) dw Ou Ov Fw (a) dw Ou 9w 2 gv 
ax? gz dau: \ax dudv az ax ax du 3z2 9v ar 
一 2 区 一 2 区 (3 ) 一 D2 Wo -天 |， 
ax azaz gx 


C4 -(2 开 ) dw Ou 9u | Fw ( 灶 9v ,Ou a2) dw dv dV sw Gu am qv 
zx az dy dy 9z am dT dy auaxray 9Qv 9x9y 


du: OX 9y Gudv 
_dw dwdgdr Adz az 3az dz 9z 公式 13 
gxzgay dx: dr dy gxrdz gy 3y9xz 9 
Hz _ /aw Taw /ou gw du dv amwrau | 9w diu | dw giv 
(全 人) (8) + 叶 于 + 半 加 


9z9y 


ay zx au ‘9y dudvy dy dy 9y 9vu dy 
wT) 一 9?w 至 | 
ay: dz: ‘dy 9y9z 9y 
公式 13 太 复 杂 ,一般 不 直接 应 用 . 本 题 用 求 偏 导数 法 较 方便 . 由 于 
9w_ 92_] 及 939w 0 工 9w 
ay “ay ay udy aay 35 au’ 
4 9z_ 1_ 1 dw 
故 得 9y x yy ou 
于 是 ， 
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_19 _19 /9 2 [过 ( 问 ) 半 + 之 (总 ) 各 |]=2 Tw 2 
es A hd 1 也 1 一 1| 二 fc 二 (12 | 一 2 十 工 一 全 
> 功 ( 筷 ) 二 ( 下 ) tr > 元 (于 ) 闫 元 ( 妖 ) 地 zy 9u zx 
x gw : 
由 于 等 才 0, 故 原 方程 变换 为 、 守 时 一 0. 
32?z 32z | gz  、、， _y _z 
[3514] 了 2 F797 9y 0, 设 wu 一 x 十 y，v Ww 
解 ta， ao ya 2w_ zz，9w_0，9w_l 
ar 9y ”ar xX” dy 工 ax x?” ay ” az zx" 
代入 公式 12 ,得 
9z 9w_ yy WwW TN I YW XT, 2 dw 1 dw)_ ,ww 
oar z( 中 TX: Ov 7 ) Za x a0 x ay z( 守 + 二 3 ) Trt a 
dz gz yy 9 zz 9 dw 
仿 R 一 一 一 一 一 一 一 十 一 一 一 一 
令 RR 7 3y ti oY (1 十 v3 于是， 
az Ox | 9x dz dx dz dz 也 (并 22) -2 (2 3) oaR_ 3R 
dz2 axzgay dy ( 殉 六 ) (5 5 ) dz\oz dy dy \9zr gy gr dy 
9R9gu ,9R9v 9R Adu 3R3z | G+as ]( 了 了 过) 
du gx dv IX du dy gmngy 9m 了 DY rx? ZX 
[2w_2w— 3w | -十 ] = 十 10w_ 
区 2 a+o5 | Lt |= 二 (1+w)? $=0， 
了 2 
由 于 z 天 0，1 十 天 0, 故 原 方程 变 为 ”了 天 一 0， 
[L3515] Fz yor Fo 0， 设 一 Z 十 yz 一 工 全 一 工 y 一 之 
DZ2 9zay 9y ’ > > 了 
9 9l amp _ 9v 9w Dr __ dr 
解 3 一 3y ax 1 9 3y 1 9 3 六 yy, ay Ts 3z 1. 
代入 公式 12, 得 
9z 9W_ 9w 2 
9 工 au 9m dy gu 9v 
dz | 9z dw gw 
全 一 一 一 
令 R 37 tay z+y 2 37 u 2 3 
于 是 ， 
9 gz | dz 9 /dz , 9z 9 /9z ,9z\_9R 3R_ aR/ou ,Ou aR /9v av 
9x 2 3237 十 3 和 (六 闻 )+ 亢 (六 + 六 ) ax 二 了 (下 并 )+ 元 (六 对 ) 
9 ON zz 
=2 (x2 )=2-4 =0, 
2 1 
原 方程 变换 为 ”了 一 已 
dx 2 
gz Oz ,az zy _z—y 
[E3516] 3 5 十 53597 十 3 2z， 设 zx 2 po ze. 
9u_9u_9v_1 9v 9w_ 9w_ ly 9w_ 
解 oz dy gr 2 ay” az 0, 9y 的 之 e 
代入 公式 12 ,得 
az 1 -ww 92 1 (Ww 9w) 一 
3 2° (用 5 )， gy 2 (用 a) 的 
gz gz ,3z_ 9 /9z ,9z _9/ ay ,9 /9w\_ auwau Fw 9v 
于 是 ， EE dr9dy 97 去 ( 王 十 下 十 =) EAA a ) 冯 ( 续 ) ° ( 守 9 dugv 9 
1 /Fw 3 
2 (有 完 3) 及 
Fw Ow sy 
原 方程 变换 为 Fu gg 2ze’ = 2w 
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D2x 92z y Yaz 、 
【3517】 3 二 一 2 + (1+ -0 设 w=z ,v0 一 zf 十 yw 二 zt 十 y 十 xz 
dz __9w | dw dz __ gw 
AN Dy -= 一 一 一 一 一 
解 由 公式 12 不 难 求 出 。。” 颖 一 弛 + 弛 -1， 冯 一 强 
于 是 ,3 一 22 一 2z， 同 3514 题 的 方法 可 求 得 
9z 9y 9z 
zz gz 19z /9 9 gz dz 9 /9w\ /ou du 9 /aw\ /9v gp dw 
+ 各 ( 莹 ) (六 - 芝 )= 铝 ， 
> Ez (2 1) (ww 1) (2 EA 子 ( 理 ) 匀 |=( 卫 一 2 了 
工 a9y (2 El 1) (3 1) 元 (下 )5 元 ( 肝 ) y =(2 1)3¥. 
交 9? 9 
将 上 述 结果 代 人 原 方程 , 即 得 + (1)S = 
wu u 9 让 
92 zx 32 之 9Z gz ， . ， 
[3518] (rt yay’ 设 工 二 sinu,y 二 sinv,z 一 e*. 
解 322w9u ee 9w gz ee ow 
gr dw du ar cosu 9 dy cosv gv” 
Pz_ 9 ( ev” aw)—2( ev aw ) du— 1 ev (2 ) + Ee” dw | esinu 9w 
9x: dx\cosu ou gu \cosu du /dr cosu| cosu\ ou cosu du: cosiu du 
ee” dw\? | dw 9w 
-| (我 ) + 3 十 tanu 3 |， 
dz ee” dw: | dw dw 
芒 -as| ( 演 ) ta ttanv | 
将 上 述 结 果 代 人 原 方程 ,并 注意 到 1 一 zx? 二 cosiw， 1 一 光一 coszm， 
了 gw | dw 1aroN ar 
化 简 整 理 即 得 本 +( 腾 ) + (Pe) 一 0. 
dz diz az 1 、 
2 
[3519】 (1 Tz ay 27 7 I< 0 (| zl<1), 设 
wu 一 去 (yarccosz)， v= 去 (y 一 arccosz)， w=z VI—z. 
BE4 1 dtw 9 X 
AN 一 一 一 — “~ 
解 由 公式 12 不 难 求 出 。 汪 (起 I) + ie’ 
gz 1 dz | 9w 
一 二 一 一 一 一 (一 十 一 ]】. 
9y 2 (a 到 
gz dz 2 3z | 2 a dtw 9w 至 |] 
0 oo 0 2 2 |— 一 袜 Z 
于 是 ， (TT) 2 L173- 于 2 (号 下 ) 十 本 
__ zx aw_ dw) ,zx ar, (lx) 9 /3w aw 
和 (2 池 ) 十 过 十 可 5 十 2 去 ( 爱 5) 
Lz rz Qt [2 9 ) et (a) 
oti-at 2 EAE a) 序 ( 邯 5 ) 了 
一 和 十 z 1 ow_,» OQ?2w 2) 
4 4(1 一 22) 4(1— x2)+ 人 gudv ga ) 
3 一 全 (3z) 一 1 [过 (至 2aw ) 32 9 Es 经) | 
dy 39y\9y 201— xz:)+ du\du 99v/9y dv\du dv/dy 
_ 1 dw dw | gw 
4 zx)t (入 +2 3uaot dz2 )- 
将 上 述 结 果 代 入 原 方程 ,并 注意 到 arccosx 二 uw 一 vu， x=cos(u 一 v)， 1 一 Xx? 二 sin? (wu 一 v)， 
让 9? 
化 简 整 理 即 得 ”地 闻 一 二 了 


axugm 4sinz (& 一 办” 


az ,az 
diz ，92z 一 ?二 3z Yay 3(z2: 十 只)z 


【3520) 和 十 5 Zi Cy (|z| 汪 |y|), 设 
& 一 工 十 y，Y 一 工 一 y， 也 一 三 元 
TY 
解 ” 原 方程 可 改写 为 
1 giz 1 dz 2 9z 2y 9z_ 3(x’ Ty )z 
2 一作 了 2 Ty ay (x —y)? azx (zx: —y)’ 9y (x 一 形 )3 
或 
Ea 1 9z\ ,9 1 gzy_ 3(z 十 多 )z 
(Fy 天) 5 (By 邯 ) (zy (1 
由 公式 12 不 难 求 出 
CE2 dw | dw XZ BE2 dw gw 3 之 
az VX yt) + ra Fy 
9 1 EE4 a 1 gw | dw XZ 
于 是 ， (Fy 六)= 冯 | 1 7 ) + ry | 
Zz dw | dw 工 9 多 142 1 9 /9w, 9w 
一 
一 之 3zz | 1 EAE aw ) ou 了 (经 2w)2| 
(TY) (ry) VIE—y udu Gv/dT 90 9 dU/gx 
包 3z2z 1 9? 32m | dw 
Cr yy 到 二 + 人 ww ta) 
同 法 可 求 得 
1 EE 9 1 (于 2w) 2 
(Fy ER Vr —y du 9v (x: —y)? 
之 3y:z 1 Ow girw | divw 
(x —y)? (z 一 内)3 了 (了 Qugdvu a ) 
、 ww 
将 上 述 结果 代 人 方程 (1) ,化 简 整 理 即 得 ”呈请 十 人 一 0. 
【3521】 证 明 , 任 何方 程 这 六 十 a 经 十 6 颖 十 cz 一 0 (4b,c 为 常数 ) 
用 代 换 zx 一 xe<+e [其 中 wo 与 8 为 常量 ,xs 一 wz,y)] 可 以 化 为 下 面 的 形式 ， 
2 ， 
Fd tou0 (a 二 常数 ). 
、 9z gu Dz gu diz 。 gu ou | gu 
证 了 一 to (aut 2)， ye tp (px+ 人 OE)， Broy 二 (aputp H+a 到 十 了 5 的) 
将 上 述 结果 代入 所 给 方程 ， 得 
3 + Cath togtaatbBt ou=0. 
按 题 意 , 需 h6 十 4 二 0 及 a 十 6 二 0, 即 8 二 一 a,a 王 一 b, 这 是 可 能 的 .事实 上 ,只 需 取 代 换 z 二 we “+ , 原 方程 即 
变换 为 
2 
关 和 +au=0 《ei 为 常数 ). 
“ 更 用 - 
[3522】 证 明 : 方 程 2 一 给 的 形式 在 变换 x 一 子 ，y "计生 (w 为 变量 x' 与 的 函数 ， 
> 
下 保持 不 变 . 
; /一 d 一 工 ,一 工 /dy dr 
证 dz 一 了 ydy, dy 一 六 dy， lnw 二 Inu 十 一 上 Iny+ 达 3， dx uta dy sy dr ay dy. 
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把 上 面 三 个 微分 式 代入 人 ,得 


w zw _au 1 au dy 
wosdyt syd (> dx 一 竺 dy ) +3 党 yy 
u au’ zu u du XU du | Xu a 
整理 得 dz 一 ( 芝 党 oa 3y yi Br ay 冀 )dy 
于 是 ， 
9u_ uu Xu 3 ru Ou Xu 
az yu az 2y’ 9y yu dy yu oar 4y: 2y’ 
2 (2 au A )—2 Qu’ az 1 aw du_ 2 (党 ) 符 玉 
az dr\yu az 2y yu az2 ar yu az ax yu \ar/ ar 2y 
妈 gu 1 9u x u du xu Da \? 
yw 35+( 二 台 芳 儿 过 否 az 一 到 ) 一 7 yu (说 ) 一 
一 -了 2 Tu wu 
322 dr yi az7 dy 237y 
红 du au’ 
将 (1) 式 和 (2) 式 代 人 原 方程 ,得 az 3y， 
即 方程 的 形式 不 变 . 


〖3$23】 令 w= 二 zx 十 z, v=y 十 z, w= 二 Xx 十 y 十 z, 且 认为 包 二 wlusv) ,变换 方程 
giz_ 92z diz 
(1 十 9 (tptat2pg) 3ayt p(tp) 0 


_9gz 一 3z. 


解 ”本题 用 全 微分 法 解 较 好 . 由 
dz 一 加 dz 十 qdy 及 tw 二 Xx 十 z, vv 二 y 十 xz， Ww 二 ZX 十 y 十 zz 


可 得 
dz 一 dz 十 dz 一 (1 十 加 )dz 十 gdy， do 一 dy 十 dz 一 如 dz 十 (1 十 ga)dy， du 一 d?v= 
把 上 述 结 果 代 入 新 变 元 的 全 微分 式 
dz dz ro dw dt 
dz w= 2 十 2 505dxdz 十 5 dx 十 ud ut dd 
3 一 2 
Sd: z= pt art abp ti SrCpt1)drtady][pdrt (qt1)dy]+ oy 
将 上 式 与 dz— dz 
gaz 
4 2 一 工 2 wy 
比较 ,可 得 3 [Oto +2p(1+p) 2 E+p 必 守 ] 
了 2 
3 +l+ptgt2pg et p(t 党 |， 
az_ 1 2 Ww 
荣 - 寺 [7 史 世 学 十 29(9g 十 1) 世间 十 (9 十 1) 中] 


代入 原 方程 ,并 注意 到 
q(1 十 g)(1 十 加 2 一 (1 十 加 十 9 十 22g)g(b 十 1) 十 户 (1 十 力 )g2 
二 g(1 十 [C1 十 p) (1 十 g) 一 (1 十 p 十 gq 二 2pq) 十 pg] 二 0， 
pra(l+q)—(l 二 +p 二 g++2pq)p(g 二 1) 十 p(1l 十 p)(g 十 1)? 二 


及 2p(1 十 p)gq(1l 十 g) 一 (1 十 p 十 q 十 2pq): 十 2g(g 十 1)p(1l 十 p) 二 一 (1 十 p 十 
_ (1 十 加 十 9) Pw Fw 
原 方程 变换 为 5 Ep 一 0 或 了 35 0. 


(1) 
Zo 
2y az 
(2) 
d? w= d’ z. 
这 [dz 十 (9 十 1)dy]?. 
gq) » 
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【3524】 令 xz 一 ef ,y= 二 e?,z 二 et ,u 一 e” 其 中 心 一 ww(679), 变 换 方程 
du du Gu guy’ DA? Qu 
zx? 了 二 和 十 2 =( 2 ) + (ye) +( 守 ) ， 


ay: dz \” gx ay > az 
解 ae _ 业 3a 疏 -ce3 
az dw a€ dr Xx 9é’ 
Qu Aw, Oe OW, ew oD 
ar “ ag’ Yay * 7 “az «~ a 
但 au 1au\ 由 ， aa 由 | 
(1) 式 两 端 对 = 求 偏 导数 ,得 < 5 十 下 一 ce 人 了) 区 十 e” 5 各 全 .两 端 同 乘 z, 整 理 得 
,gu DAN gw 9w 
2 一 zw w ow 
T 3 一 ( 索 ) 十 8 de (2) 
了 du_ w/w | ,Ow ,9w 
同 法 可 得 y 3y (2) 十 e 37 e 37 (3) 
Ou gw gw gw 
2 “ow{ Xe PR ‘dd 
< 3 《号 ) 十 e 5 e 元 (4) 


将 (2),(3),(4) 三 式 代 人 原 方程 ,化 简 整理 即 得 
Fw EW IW D5[ ( 束 ) 二 (将 ) + (将 ) ]+ 奖 + 问 + 交 


a aF a 5 57 3 5 335 
、 gz a? gz \2 
【3525】 证 明 , 方 程 3 六 了 了 一 ( 训 访 ) 一 0 的 形式 与 变量 z,y 和 x 所 分 别 担任 的 角色 无 关 . 
TT oy Toy 
、 3 9 、 
证 令 必 一 光 ,9 一 隐 , 则 dz 一 pdz 十 gdy. 若 以 工作 为 新 函数 , 则 有 
gx dx 92 工 Gh 9x 
2 一 二 一 2 一 一 2 二 x 2 二 一 4 
d 7 一 dy 十 2 592d7dz 十 本 dz tayd y+ ed 之 . 
今 以 作为 旧 变 元 的 关系 : dz=0, dy 一 0， dz 一 思 d4z 十 gdy 
代入 上 式 , 可 得 。 电 z= 一 工 | 2 了 dy 十 2 Edy(pdzrtady) + opdrtady)? 
9 3z ay’ 了 yazx yy qdy Dz2 ady ” 
BE4 
Pz 一 2 9 
于 是 ， 3 二 一 p(p 5 过 )， (1) 
gz 2? 工 dx 
9zr9y p(p 坟 六 pa az? )， (2) 
ER dx gx 2 92 工 
3 妈 (5 z+2g gy9 十 4 2) (3) 


将 (1),(2),(3) 三 式 代 人 原 方 程 ,得 


甘苦 - (8 闹 ) -2 全) (好 1 六 7 蝶 )-? (rt 和) 
-|[ 引 天 -0 王 ) ]-" 
东经 - (3) 
类 似 地 ,车 以 y 作为 函数 , 则 也 有 一 (22 将 ) =0， 


即 方程 的 形式 与 变量 x,y 和 xz 所 分 别 担 任 的 角色 无 关 . 
【3526】 取 z 作为 变量 > 和 z 的 隆 数 , 解 方 程 
( 持 ) Oz _ 9z gz gz (3 gz 


ay az2 dx 9y 9x9y 3 工 ay 
解 将 3525 题 中 的 (1) ,(2),(3) 三 式 及 2 一 天 ,q 一 臣 代 人 ,得 


2 工 gx gz dz 92 工 dx 92 工 
2 3CQ 2 2 2 2 一 3 二 
7 (Pa)t2pa(p Ftp ras) -Pp (past2pa ath oF)— -pt 5 和 一 0， 
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2 2 
即 5 子 一 0 或 6 一 0. 由 了 学 一 0 解 之 ,得 原 方程 的 解 为 
y > 
X=9(z)y+ yz), 


其 中 gp,y 为 任意 函数 ;由 p 二 0 解 之 ,得 z 二 f(y)(f 为 任意 函数 ) , 它 也 是 原 方程 的 解 . 


【3527】1 运用 勒 让 德 变换 X 一 3，Y 一 了， Z 一 + 辽 十 y 和 一 z， 
Tz D 工 ay 


9y 
其 中 Z= 二 ZC(X,Y) ,变换 方程 
(2 3z ) os (经 3z ) O22z (2 3z ) 3 一 


az 3y71 axr? gz?3ay/azay az73ay ay’ 
9 9 9 9 
解 dZ=d(z 泪 +? 于 一 <) 一生 dz 十 卫 dy 一 dz 十 zdX 十 ?49Y 一 zdX 十 yd 
3Z _ 32 
于 是 ， Ep 3 
32Z a2Z 
网 dr 一 了 者 d+3 闻 4dY， i 
| dy 一 -22 4X 十 2 Zay 
>? 3X37 aY? 
2 2 
dX 一 <dz 十 -了 dy 
zx az , _ 9z 9Zza 
工 9y _ gz Fz 
dy— 73 a dy 
由 《1) 式 与 (2) 式 ,得 
32Z 32Z 32Z 92Z azz dz 
dX 


网 3x: 3X37 
dy 


由 此 可 知 = 


从 而 s 一 1， 
aZ 2Z gz giz 
axXxaY aY? gxzgy 9y 


azZ 92Z 
ax: 39X3Y 
因此 I= 天 0. 
32Z 92 
9X3Y ”3Y? 
_1/9:2 32Z 
dxXx=I :5 和 王 dz 一 志和 dy)， 
于 是 ,由 (1) 式 解 之 ,得 (3) 
加 32Z 32Z 
dY=1 (- 冯 和 字 属 9) 
, Ox ,OZ gz _1 92Z Oz_ 192 
比较 (2) 式 与 (3) 式 ,得 zz I aY?’” gzgy 1 3x9Y’ ay I 9X2 
和 3 ?2 22Z_ 
代 人 原 方 程 , 即 得 ACX, YT 2B(X, YT tC X,Y 0 


ll3, 


3 5. 几何 上 的 应 用 
1” 切 线 和 法 平面 曲线 
X= p(t), y= y(t), z=x(t) 
> XX—Xx_Y—y_ QZ 一 > 
在 其 上 一 点 M(xz,y,z) 的 切线 方程 为 


di dy de 
di dt dt 


在 此 点 的 法 平面 方程 为 萤 (X 一 站 十 理 r 一 交 二 全 (z 一 已 =0. 
2” 切 平面 和 法 线 ”曲面 一 f(z,y) 在 其 上 一 点 MCz,y,z) 的 切 平 面 方程 为 
Z—2— EX-z)+(Y—y) 
在 点 M 处 的 法 线 方程 为 A 
ax ay 


若 曲 面 方程 以 隐 范 数 的 形式 F(Cz,y,z) 一 0 给 出 , 则 切 平面 方程 为 


aF ,aF aF 
7X D+) + (20, 


X—x_Y—y Zz 
法 线 方程 为 二 一 -入 
3x ay az 


3 ”平面 曲线 族 的 包 络 线 ” 含 一 个 参数 的 曲线 族 f(x,y,a) 二 0 (a 为 参数 ) 的 包 络 线 满足 方程 组 ; 
(zyya) 一 0， f'(x,ya)=0. 
4” 曲 面 族 的 包 络 面 ” 含 一 个 参数 的 曲面 族 让 (zx,y,z,a) 二 0 的 包 络 面 满足 方程 组 : 
和 (zyyzya) 一 0， 下 (zyyzya) 一 0. 
含 两 个 参数 的 曲面 族 BC(z,y,z,a,B) 一 0 的 包 络 面 满足 方程 组 
Dry zap) =0, G. (zyyzyayB) 一 0， Gp(Czyyyzyay 有 一 0. 


写 出 下 列 曲线 在 已 知 点 的 切线 和 法 平面 方程 ; 


【3528〗 z=acosacost,y 二 dsinacost，z 二 asint; 在 点 t= 二 to. 
解 曲线 x 二 x(2)，y 二 y(t),z 王 z(t) 在 点 t 二 bo 的 切 向 量 为 v(t0)== {x (fo) yy (i0),z (to)}), 
本 题 中 , 当 二 加 时 曲线 上 点 的 坐标 及 曲线 在 该 点 的 切 向 量 分 别 为 


To—=x(to)=acosacosto, Yo—=y(to)—=asinacosto, zo—=z(to)=asinto; 


vto) = {—acosasinto , — asingsinto ,acosto }. 


TX Xo — Yo 之 Zo 

于 是 ,切线 方程 为 一 acosasint ”一 asinasint acosto’ 
即 A] yy 2 Yo, 
—cosasinto 一 Sinasint costo 


法 平面 方程 为 (—acosasinto )(Z 一 Zo) 十 (一 asinasinto )(y— yo) 二 (acosto ) (z—z0)=0, 
以 To 0 9 之 0 的 值 代 人 上 式 , 化 简 整 理 得 


Zcosasinto 十 ysinasinto 一 zcosto 一 0， 


即 法 平面 过 原点 . 


【3529】 z 一 asin2t，y 一 5sintcost，z 一 ccos2t; 在 点 二 志 . 


解 一 asin* 十 一 玉 ， 2 一 了 了 ， za 一 训 ; v( 于 )= {a,0,—e)} 


lt 


a cc 
T 2 < 了 宇 十 ==]， 
于 是 ,切线 方程 为 a 一 ”或 了 间 
Jy 一 了 上; > 
a c 
法 平面 方程 为 a(z- 号 ) 二 (一 o(z 一 号 )=0， 
即 az 一 cz 一 于 (@ 一 c)， 


【3530】 > 一 z，z 一 忆 ; 在 点 M(1,1,1). 


解 设 x=:， 则 3 一 ty z 一 世 . 于 是 ,v (1)= {1,1,2)， 切线 方程 为 


zl_ 2 一 1 一 2 一 1 
1 1 2 : 
法 平面 方程 为 (zx 一 1]) 十 (y 一 1) 十 2(z 一 1) 二 0 或 z 十 y 十 2z 一 4. 
【3531】 十 一 10, yy 十 z? = 二 10; 在 点 M(1,1,3). 
提示 曲线 在 该 点 的 切 向 量 为 vv 二 {1,0,3)X {0,1,3). 
处 的 法 向 量 : 


解 ” 当 曲线 以 两 个 曲面 方程 F(x,y,z) 一 0,Fi(x,y,z) 二 0 交 线 形式 给 出 时 ,可 先 求 出 两 曲面 在 交点 
m= {FirsFiy Fi}, 
则 曲线 在 该 点 的 切 向 量 为 


m= {FFs,,F;,}, 


vn xm 一 人 | 有 人 下 1 下 Fi Fi, | 
1 FF%|’ IFEFS| IFS FS,|/ 
本 题 中 ， 
m= 二 {2,0,6}，, ns {0,2,6}， v= 二 {1,0,3}X{0,1,3}= 二 {一 3, 一 3,]}. 
1 一 一 一 1 一 1 一 
法 平面 方程 为 
即 


一 1 4 
一 3(z 一 一 3(y 一 1 十 (z 一 3) 一 0， 


3z 十 3y 一 z 一 3. 
【3532〗】 志 十 十 z= 二 6, Zz 十 y 十 z 二 0; 在 点 MG ,一 2,1). 


提示 ”曲线 在 该 点 的 切 向 量 为 v 二 {1, 一 2,1}X {1,1,1). 
解 FF 一 x? 十 yy 十 z* 一 6 二 0, Fs 一 Xx 十 y 十 z 二 0.， 
m=2{1,—2,1},， Pz 一 {1,1,1)， 


vy 二 {1,—2,1}X {1,1,1}=—3{1,0,—1}. 
工 二 1 z 一 1 
{i 


， Z 十 zx 一 2， 


于 是 ,切线 方程 为 


3 十 2 一 0; 
法 平面 方程 为 (x 一 1) 一 (z 一 1) 一 0 或 x 一 z==0. 
L3533] 


在 曲线 x==t,， y= 二 ,xz 一 上 上 求 一 点 ,此 点 的 切线 是 平行 于 平面 x 十 2y 十 z 二 4 的 . 
解 v 二 {1,2t,3z ) ,平面 法 向 量 "一 {1,2,1). 按 题 设 ,应 有 


v* RnR 二] 十 4 十 3 二 0. 


解 之 ,得 二 一 1 或 :一 一 村 .于 是 ,所 求 的 点 为 Mi( 一 1,1， 
【3S34】 


一 D,M: (一 二， 1 
证 明 思 路 


1 
3 可 ,一 有 
证 明 :螺旋 线 zx 一 acost，y 一 asint，z 一 中 的 切线 与 Oz 轴 形 成 定 角 . 
注意 切线 与 Oz 轴 形 成 之 角 y 的 余弦 为 


dz 
CO 于 YE 
(至 ) +( 合 ) + (至 ) 


了 


将 学 asint， Y=acost, 笠 一 代入 上 式 ，, 命 题 即 可 获 证 ， 


证 学 一 一 asint, 党 acost, 学 一 b. 于 是 ,切线 与 Oz 轴 形 成 之 角 y 的 余弦 为 
dz 
/i 和 7 fd 7 
并 y Ed a 
( 宇 ) +( 呈 ) + (于 ) 


由 于 cosy 为 常数 , 故 知 切线 与 Oz 轴 形 成 定 角 ， 

KK3535】 证 明 : 曲 线 z 一 ae'cost,y 一 ae'sint,z 一 ae: 与 锥 面 x: 十 二 z? 的 各 母线 相交 的 角度 相同 . 

证 阴 思 路 ”注意 锥 面 母线 的 方向 向 量 为 中 二 (zx,y,z}) ,曲线 在 任 一 点 的 切 向 量 为 

We = {XYy,Yy,z}. 

只 要 证 明 cos(Vi Ys) 为 一 常数 . 

证 圆锥 x? 十 y= 二 zx? 的 顶点 在 原点 ,过 圆锥 上 任 一 点 P(x,y,z) 的 母线 也 过 原点 . 因此 ,母线 的 方向 向 
量 为 太一 (zyoz). 

曲线 在 点 书 的 切 向 量 为 


y= {x yy 2 } = {ae' (cost — sint) ,ae’' (sint 二 cost) ,ae |} = {Z 一 yz 十 yx). 


注意 到 它 十 风 一 过, 即 得 


。 ， 2 ; 
cos(vi ls) = py FF XT Ty yz 
1 


2 _. -一 
va | Vr ty ie Vx—y) +rtiy) te Vz Vaz V6 


于 是 ,交角 相同 . 
【3536】 证 明 ; 斜 驶 线 tan (于 十 苗 ) 二 er (一 常数 )， 


(其 中 g 一 地 球 上 点 的 经 度 ,y 一 地 球 上 点 的 纬度 ) 与 地 球 的 一 切 子午 线 相交 成 定 角 . 

解 ” 取 直角 坐标 系 如 下 :赤道 平面 为 Oxy 平面 , 球 心 为 坐标 原点 ,Oz 轴 正 向 过 0 子午 线 ,Oz 轴 正 向 过 
北极 ,并 取 Ozyz 坐标 系 为 右手 系 . 

下 面 我 们 先 确 定 斜 驶 线 和 子午 线 在 直角 坐标 系 中 的 方程 . 为 此 ,假定 讨论 地 球 上 的 点 的 经 度 为 (0 委 p 


2n) ,纬度 为 (一 到 AS) , 则 它 在 上 述 坐 标 系 下 的 坐标 为 


工 一 及 cosyWcosep， 
| 一 及 cosyWsinp， 


z 一 及 siny， 
其 中 尺 为 地 球 半径 . 


对 tan( 亚 十 业 ) 一 em 的 两 端 微分 ,得 


2cos (er) ir) 
了 是， 器 - [zue (于 + 生 )uan( 半 + 重 )] [en( 吕 + 有] a 
今 将 斜 驶 线 方程 看 作 决定 p 为 少 的 隐 范 数 . 因此 ,对 斜 驶 线 来 说 ,在 (m ,yr) 点 ,有 
和 一 一 Rsingyo cospo — Reosyh singo = -ER (sinw Cosgo + ) ’ 
针 = 一 Rsinyo singo + Reosyo cosgo 和 = 一 R(sinfsinp — je )， 
dz 


dy Fs. 


于 是 ,可 取 斜 驶 线 切 向 量 
一 | sinyo cosgo 十 Sm 和 ,Singo singo 一 2 ， 一 cosW 上 
ZX= Reosygcosgo ， 
当 9 为 常数 时 即 得 子午 线 , 故 其 参数 方程 为 (ote ， 
z= Rsing. 
于 是 ,子午 线 在 点 (go ,加 ) 的 切 向 量 为 
Vz = {singh cosgo ,siny singo , — cosgo }. 


从 而 得 cos(w Ww) 一 下 只 一 1 一 常数 ， 
[vi lv 1 
1 十 一 
k2 
即 斜 驶 线 与 子午 线 相交 成 定 角 . 
【3537】 求 曲线 z= f(x,y), oe 


(其 中 f 为 可 微 函数 ) 在 点 Mo (zo,y) 的 切线 与 Ozy 平面 所 成 角 的 正切 . 
解 题 思路 将 曲线 看 作 由 参数 方程 
T=x, y=g(X)—= yo (zr— xo)tana,z— pr) = flLz, pr)] 
给 出 , 则 曲线 上 Mo 点 的 切线 与 Ozy 平面 所 成 角 9p 的 正切 为 


_ 几 (Xo ) 
tanw 一 . 
?iTg i) 


解 ”解法 1: 
将 曲线 看 作 由 参数 方程 + 一 x，y 一 g(z) 一 yo 十 (x 一 zo)tanasz 一 zx) 一/[x,g(z)] 给 出 , 则 切 向 量 为 
v={lg (rr)}= {1,tane,f Lro, pro) + fs Lro ,pro))g (zxo)} 
= {1,tana,f “(xo yo) tanaf (xo ,yo) }. 
于 是 ,曲线 上 点 Me 的 切线 与 Ory 平面 所 成 角 9 的 正切 为 
几 (Czo) _ f(xosy0) ttanaf , xo, Yo) 


tang 一 
? V1 十 p (zo) wW] 十 tan2za 
=f ‘(xo, yo) cosat f(xo ,Yo)sina. 
解法 2; 
将 曲线 看 作 两 条 曲线 的 交 线 , 则 所 给 曲线 在 点 Me 的 切线 方程 为 
XI— Xo y™ Yo 二 之 一 Zo 
jzoyy) 一 1 一 1 f(zxo,Y) FPCzoyyo) (zyo)| 
1 1 1 1 
一 一 - 0 0 一 _ 一 一 
sina cosa cosa sina 
zz _y 2 之 一 20 


即 


cosa sing f(zxo, Yo)cosat f(xo ,yo )sina 
因此 ,切线 与 Ory 平面 所 成 角 yp 的 正切 为 
_ fi:(zo ,yo ) cosat f (xo , yo ) sing 


tang =—— oO f(xo ,yo)cosat f , (xo ,Yo)sina. 
Veosiat sinig 
并 
【3538】 求 函 数 “7 
在 点 M(1,2, 一 2) 沿 曲线 工 一 zt 3 一 22 ， Zz 一 一 244 
在 此 点 的 切线 方向 的 导数 . 
解 gu_ yz du_ XYy gu_ XL 之 


3z (rtyte)i oy (rtyte) 9 (++ 


于" 7 
,， 半 ， 一 号. 于 是 ,所 求 的 导数 为 


1 
9 
号 二 +(- 雪 二- 各 (号 )-- 引 


写 出 下 列 曲面 上 点 M 的 切 平面 和 法 线 方 程 : 
【3539】 z=z? 十 y; 在 点 Mo (1,2,5). 


解 当 曲 面 由 方程 FCz,y,2) 一 0 给 出 时 ,其 法 向 量 为 n- { 5, 于 ,区 } ,特别 是 曲面 由 显 式 方程 < 一 
f(z,y) 给 出 时 ,其 法 向 量 为 n 一 {f4,f ,一 1). 本题 中 ,n= {2x,2y, 一 1}m 一 (2,4, 一 1}. 
于 是 , 切 平面 方程 为 
2(z 一 1) 十 4(y 一 2) 一 (z 一 5) 一 0， 或 2x 十 4y 一 z 二 5; 


Z 一 1 一 2 一 2 一 z 一 5 
法 线 方程 为 ET 


【3540】〗】 zx 十 y 十 z? 二 169; 在 点 Mo (3,4,12). 
解 设 F(z,y,z) 二 ?十 十 迟 一 169 一 0, 则 在 点 Mo 处 4 二 {2x,2y,2z}m 二 {6,8,24} 一 2{3,4,12}). 
于 是 , 切 平面 方程 为 
3(zx 一 3) 十 4(y 一 4) 十 12(z 一 12) 二 0 或 3x 十 4y 十 12z 一 169; 


Z 一 3 一 4 一 < 一 12 工 二 了 一 三 
法 线 方程 为 3 4 2 或 31 


[3541] z=arctan 二 在 点 Mo(1,1, 吝 ). 


Ey es ， 工 一 1 工 工 一 
解 n (Fay 1 { D2? 1). 


于 是 , 切 平面 方程 为 
z 一 亚 一 一 于 人 z 一 D 十 去 (y 一 1) 或 z 一 下 一 言 (z 一 3 
x 
法 线 方程 为 1- 区 ， 


【3S42〗 az: 十 8 十 cz 一 13 在 点 Mo (zo ,yo ,zo). 
解 n= 二 2 {azxo ,byo ,czo }. 
于 是 , 切 平面 方程 为 azo (XT~— zo)+byo (yO— yo0)+czo (z—z0)=0, 
注意 到 az 十 by 十 cz 二 1, 上 述 方 程 即 化 为 
azoZ 十 byoy 十 czoz 一 1; 


法 线 方程 为 Em 


dxo byo Czo 


【3543】 z 一 ?十 二; 在 点 M, (1,1,1). 


解 FFCzyyz) 一 y 十 lnz 一 lnz 一 z 一 0. 


n 一 (二 ,1, 一 二 1} = 《11， 2). 
于 是 , 切 平面 方程 为 
(Xz 一 1]) 十 (y 一 1) 一 2(z 一 1) 二 0 或 zz 十 y 一 2z 二 0; 
法 线 方程 为 ly ll 


1 1 一 2 
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[3544】 2= 十 2 一 8; 在 点 Mo (2,2,1). 
解 FECzyyz) 一 2 十 2 一 8， 
1 2, 1 z 1 
ke In2, 二 2 In2, Cz28 十 ?2 (一 去 ln2) 一 4ln211,1, 一 4). 
于 是 , 切 平面 方程 为 


0 


(zz 一 2) 十 (7 一 2) 一 4(z 一 1) 一 0 或 z 十 y 一 4z 一 0; 
法 线 方程 为 zl 一 2 一 2 一 2 一 :一 1 
〖【3S$4$】〗 z=acosycosg, y=bcosysing, z=csing; 在 点 Mo (oo ,和 h). 
解 题 思路 ” 当 曲 面 由 参数 方程 


并 一 Zu)， y=y(u,v), z=z(u,v) 


={ 茎 32 子 } ={ 实 22 了 于) 
六 ax "ax ?av 2 9v’9v’ gu) 
则 切面 的 法 向 量 为 n= vy Xv. 


本 题 及 3546 题 .3547 题 均 可 按 此 思路 先 求 出 n, 从 而 ,问题 即 易 获 解 . 
解 ” 当 曲面 由 参数 方程 
一 ZTCUU)， y=y(u,v), z=z(u,v) 
给 出 时 ,曲面 上 分 别 令 x 一 x ,v 二 w 得 到 的 两 条 曲线 的 切 向 量 分 别 为 


一 (于 ,32, 手 )， 一 {经 ,37, 绎 ) 
1 au’ au’ az 和 2 9v’9v’ Gu) 
9y 9z gz 9 工 dz 9y 
au 3x| |au au| |au av 
则 切面 的 法 向 量 为 n= X= 9 9 
9y 3z dz gx az 9y 


dv 9v gm dv 9v gm 


本 题 中 ， 
_1az ay az /oop si oop {asi 
二 | 59， 39， 39 }, { 一 acosW singo ,pcosw cosgo ,0 } = cosgo { 一 asingo ,bcosgo ,0}， 
GZ 9y 9z 。 - 。 
i rt 三 ， 一 已 > » 

Ve (过 3y 下 { 一 asinyo cosqo sinyo singo ,ccosgh }》 

Rn 二 VX =abc{ os eosg ， os Sng ， = ) . 
于 是 , 切 平面 方程 为 

os osge (Xx—acosgo cosgo) + (y— bcosyh singo ) 二 多 (z—csingh ) 一 0， 
即 六 cosyn cosgo 二 让 cosyn singpo 十 二 sin 一 1; 
ZX—acosgcosgo _ y—bcosgh singo _ z— csingh 
法 线 方程 为 cosgh coOsgo cosgh singo singo ” 
a 6 C 
即 ZSec 加 secgpo 一 4 _ ysecgocscgo 一 zcsc 加 一 < 
bc ac ab ” 
【3546】 z 一 ”cosp,y 一 rsinp,z 一 rcota 在 点 Mo (po ,ro). 
[az az az ,ig _1ar ay az _- 
解 ( 荫 芝 六 ) ro{—singo ,cosgo ,0}, vs { 97' 7" 37 } {cosgo ,singo ,cota } 
n= X=ro {cosgo cota, singo cota, —1}. 

于 是 , 切 平面 方程 为 


cosg cota( I— rocosgo) + singo cota(y 一 rosingpo ) 一 (z 一 rocota) 一 0. 


即 zcosgo 十 ysingo 一 ztana 一 0; 


并 一 1ocos， 一 rosin 之 一 rocota 
法 线 方 程 为 oY romp 2 ro 
cosgo cota singo cota 1 
即 Xrocosgo 2—n singo Xro cota 
Cosgo singo 一 tanaw 


【3S$47】〗 z=wucosv,y=usinv,z 二 av; 在 点 Mo (wo ,vo). 


解 n= {392,973 


_ oz dy dz 
于 {cosw ssino 0), 一 {于 > 元 | = 


一 《一 to sinv ,uo CosSvo sa 
3v’9v’ dv {wsinw ,uo coswo ,a }， 


N= X= {asinvw ,—acosvw ,uo }. 


于 是 , 切 平面 方程 为 

asinvo (XT— uocosvo )— acosvo (y— uo Sinw ) 十 zo(z 一 av ) 一 0， 
即 axsinvo —aycosvo 二 uoz—auo vo ; 
法 线 方程 为 Z 一 tcosm _ yuosinw 一 < 一 at 


asinvwo —acosvo uo 
〖3548】 求 曲 面 zx 十 交 y 一 好 十 充 ,z 一 好 十 双 的 切 平面 当 切 点 M(u,v)(u 关 vv 无限 接近 于 曲面 的 边 
界线 x 一 z 上 的 点 Mo (wo ,w) 时 的 极限 位 置 . 
解 nCGuyw)= {1.2u,3w }X {1,2v,30 } = (vu) {6uv,—3(utv) ,2). 


则 方向 上 的 单位 向 量 为 mu) — (We,— ,7), 


其 中 1= V36w 如 十 9(w 十 v)* 十 4. 于 是 ， 


2 
limw = 6uo ,一 za ,2 ， 
um lo lo po 
vrvo 


其 中 Lo 一 W 36ws 十 36us 十 4. 而 Mo (uo ,Uo ) = (2uo ,2 ,2u3) , 故 知 切 平面 在 Mo 点 的 极限 位 置 为 
3u I— 3uoyTz= 3u (2u) — 3uo (2 ) + 2 = 2 ， 


3T 3 4 
汪 一 学 十 广 =2. 


Uo us ws 
【3549】 在 曲面 x 十 2y: 十 3z’ 十 2xy 十 2zz 十 4yz 二 8 上 求 出 切 平面 平行 于 坐标 平面 的 诸 切 点 . 
解 n= {2(z 十 y 十 z),2(zx 十 2y 十 2z) ,2Cx 十 2y 十 3z) } 当 


Z 十 y 十 zx 一 0， 
tro 
ZX 十 2y 十 3z 二 A. 
时 ,n 与 Kk 二 {0,0,1} 平 行 , 即 切 平面 平行 于 Ory 平面 . 解 之 ,得 z 一 0，?y 一 一 1，z 一 人 . 将 求 得 的 x,y,z 值 代 


人 所 给 的 曲面 方程 ,得 = 一 士 2V2. 于 是 , 切 平面 平行 于 Ozy 坐标 面 的 切 点 为 (0, 士 2V2 , 干 2V2). 同 法 可 求 得 
切 平面 平行 于 Oyz 坐标 面 及 Oxz 坐标 面 的 诸 切 点 分 别 为 ( 士 4, 干 2,0) 及 ( 土 2, 干 4, 士 2). 


[3550】 在 椭 球 面 气 十 区 十 当 一 1 
上 怎样 的 点 , 椭 球 面 的 法 线 与 坐标 轴 成 等 角 ? 
解 nm 一 2{ 训 ,六 ,总 ). 按 题 设 ,应 有 


或 


2 2 2 
守 = 了 = 后 04=A/ 去 十 次 二 二)， 即 亢 = 膏 = 让. 


TT 1 a 
1 
,得 4 二 土 . 
将 上 式 代入 构 球 面 方程 ,得 一 士 -二 二 


于 是 ,所 求 的 点 为 * 一 土 写 ，y 一 土气，x 一 士 写 , 其 中 d 一 V2 二. 
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【3551】 求 曲 面 x? 十 2y 十 3z’ 二 21 的 平行 于 平面 x 十 4y 十 6z 二 0 的 各 切 平面 . 
解 nn 二 2 {x,2y,3z}). 按 题 设 , 应 有 
Z 一 4， 2y 二 4X4， 3z 一 61， 
解 之 ,得 z= 二 4,y 二 24,z==24. 将 它们 代入 方程 xz? 十 2y 十 3z? 二 21, 得 4 二 土 1, 故 切 点 为 ( 士 1, 士 2, 土 2). 于 
是 ,所 求 的 切 平面 方程 为 
(z 干 1) 十 4(y 干 2) 十 6(z 干 2) 一 0， 
即 Z 十 4y 十 6z 一 十 21. 
K3552】 证 明 : 曲 面 zyz 二 a (a 之 0) 的 切 平面 与 坐标 面 形 成 体积 一 定 的 四 面体 . 
证 明 思 路 在 曲面 上 任 取 一 点 Po (xo ,yo ,zo), 可 求 得 曲面 在 该 点 的 切 平 面 方程 为 
Yo zo (TXT— To0) Tzozo(y~— yo) 二 zo yo (z— zo)—=0, 
它 与 各 坐标 面 的 交点 为 A(3zxo ,0,0)，B(0,3yo ,0) ,及 C(0,0,3zo). 注意 到 各 坐标 轴 的 垂直 关系 , 易 知 以 人 和、 
B、C、O 〇 诸 点 为 顶点 的 四 面体 的 体积 为 一 个 常数 ,命题 获 证 . 
证 在 曲面 上 任 取 一 点 Po (zo ,yo ,zo), 则 曲面 在 该 点 的 切 平面 方程 为 
Yo zo (XT— To) Trozo (yO— yo) ro yo (2— zo)=0, 
它 与 各 坐标 面 的 交点 为 A(3z。 ,0,0)，B(0,3yo ,0)，C(0,0,3zo). 注意 到 各 坐标 轴 的 垂直 关系 , 即 知 以 A、 
B.C.O 诸 点 为 顶点 的 四 面体 的 体积 为 
1 


Vhsco 一 言 OC( 讨 OA， 0B) 一 言 3203zo3yo 一 了 zoyozo 一 41， 
它 为 一 个 常数 ,本 题 获 证 . 
【35533 证 明 : 曲 面 Vz 十 Vy 十 Vz 一 Va (a 之 0) 的 切 平面 在 坐标 轴 上 制 下 的 诸 线 段 ,其 和 为 常量 . 
证 明 思 路 在 曲面 上 任 取 一 点 Po (zo ,yo ,zo), 可 求 得 曲面 在 该 点 的 切 平面 方程 为 
VYozo (T— zo)t Vrozo (y— yo0) + Vxoy (z—zo)=0, 
它 在 各 坐标 轴 上 所 割 下 的 诸 线段 分 别 为 Varo ，VYayo 及 Wazo , 易 知 其 和 为 一 个 常数 ,命题 获 证 . 
证 在 曲面 上 任 取 一 点 | 下 


一 一 一 ( ) 十 区 ( ) 十 一 一 (zx 一 zo) 二 0， 
二 到 ”> 二 ~ 
即 VYozo (TX— To) Vrozo (y— Yo) Vro yo (xz 一 z) 一 0 


此 切面 在 坐标 轴 上 所 割 下 的 诸 线 段 分 别 为 Vaxo。， Vay。， Vazo ,其 和 为 


Val(Vzot Vy +z) =Ya Va=a, 
它 是 常数 ,本 题 获 证 . 


【3554】 证 明 : 锥 面 * 一 zj( 之 ) 的 切 平面 经 过 其 顶点 . 
证 明 思 路 ”在 锥 面 上 任 取 一 点 Po(zo ,yo ;yzo)( 顶 点 (0,0,0) 除 外 ), 可 求 得 锥 面 在 该 点 的 切 平 面 方程 为 
[7 癌 ) 一 加 站 ( 闫 ) 二 + 党 )>， 


它 显然 通过 锥 面 一 z/( 子 ) 的 顶点 (0,0,0)， 


证 医 =/( 之 ) 一 之 f (之 )， 下 一 / f' (学 ). 于 是 , 锥 面 在 任 一 点 PCzo ,yo ,zo) 的 切 平面 方程 为 
= [7 ( 芝 ) 一 : Xo 人 )j= zo) 十 万 ( 闪 )3—%), 
化 简 整 理 得 < 一 | /( 轨 兰 广 ( 兰 ) |= +/ "(和 )， y, 


它 显然 通过 锥 面 ja 


【3555】 证 明 : 旋 转 面 z==f(Vz 十 )(f' 关 0) 的 法 线 与 旋转 轴 相 交 . 
证 明 思 路 ”在 旋转 面 上 任 取 一 点 Po 《zo ,yoszo), 其 中 必 二 f( VYV 台 十 交 )( 台 十 刻 关 0). 可 求 得 曲面 在 
该 点 的 法 线 方程 为 
“ 工 一 2o 一 之 一 zo 


fn 
zof (Vrit+yw) yf (Vty) — Vrity 


， VXit yd 
显然 ,法 线 通 过 Oz 轴 上 的 点 (oo， (VT 中 + 于)， 
” FVRTy f' (Vrity) 


即 法 线 与 旋转 轴 Oz 轴 相 交 . 
证 在 旋转 面 上 任 取 一 点 Po (zxo ,yo ,zo), 其 中 zo 一 了 ( VY 如 干 汪 ), 则 曲面 在 该 点 的 法 向 量 为 
9 9 1 了 
"(过 ,和 2 一!) = {rf ,yf VRBTR)}. 


To Yo 


Zzo_ ym za 
于 是 ,法 线 方程 为 zf yf — /At 


、 VX 二 ys ) 
显然 ,法 乡 OO Es (0,0,f(VR 二 TY) 二 一 一 一 一 一 |， 
显然 ,法 线 通 过 Oz 轴 上 的 点 ( fvV rotty FV BT) 


即 法 线 和 Oz 轴 相 交 . 

【3556】 求 椭 球面 x 十 y 十 zx 一 xy 二 1 在 坐标 面 上 的 投影 . 

解 ” 先 考虑 椭 球 面 x? 十 十 z? 一 zy 二 1 在 Oxy 平 面 上 的 投影 . 该 投影 即 通 过 所 给 曲面 上 的 每 一 点 向 
Orzy 平面 作 垂 线 所 得 到 的 垂 足 的 全 体 , 它 是 Ozy 平面 上 的 一 个 区 域 ,这 个 区 域 的 边界 由 曲面 上 这 样 的 点 的 
投影 构成 :这 一 点 向 Oxy 平面 所 作 的 垂 线 在 它 的 切 平面 内 (这 里 用 到 了 椭 球 面 的 凸 性 ), 即 该 点 的 法 线 与 
Oxy 平面 平行 . 注意 到 该 点 的 法 向 量 为 {2x 一 y, 2y 一 x，2z}. 因 此 ,该 点 的 坐标 满足 

2z 一 0， 

(Sry 
这 些 点 的 投影 为 人 

Xx’ 十 yy 一 Ty 二 1， 
它 即 椭 球 面 在 Oxy 平面 上 投影 的 边界 . 

同 法 可 考虑 切 平面 与 Oxz 平面 垂直 , 则 有 2y 一 + 二 0. 因此 ,对 Oxz 平面 投影 为 边界 点 的 椭 球 面 上 的 点 

应 满足 方程 
(2 
Ty 十 zx? 一 xy 二 1. 
这 是 椭 球 面 与 平面 的 交 线 , 将 它 改 写 为 柱 面 与 平面 的 交 线 


2y 一 Zz 二 0， 
{ei 一 1. 
于 是 , 椭 球 面 在 Ozz 平面 上 投影 的 边界 由 方程 
2 一 0， 
fi, 一 1 
确定 . 
同 法 可 确定 椭 球 面 在 Oyz 平面 上 投影 的 边界 由 方程 


Z 一 0， 
{sy 
4 
确定 . 
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于 是 ， Wi TZ? 十 十 z? 一 zy 二 1 在 Oxy 平面 上 的 投影 为 加 :zx 十 y: 一 zy 志 1, z= 二 0; 在 Oyz 平 面 上 的 
投影 为 酉 圆 于 十 于 魏 1，z 一 0; 在 Ozz 平 面 上 的 投影 为 权 圆 卫 zx? 十 z? 芝 1,y 一 0， 
【3557】 分 正方 形 {0 委 z 委 1，0 委 ?y 委 1 ) 为 直径 不 大 于 8 的 有 限 个 部 分 c. 车 曲面 


z=1—zx:—y 
在 属于 同一 部 分 o 的 任何 两 点 P(x,y) 及 Pi(zxi ,yi) 的 法 线 方 向 相差 小 于 1°, 求 数 6 的 上 界 . 
解 ” 记 曲面 在 点 P(z,y) 及 Pi (zi,yi) 的 法 向 量 为 x 及 Ri, 则 n= {2z,2y,1), |n| 之 1, m= 
{2z1,2y1,1}, |m | 之 1, 且 有 
nXm= {2C(y—y),2(71 Zz),4(zy1 — zx1y)}, 


lnXm|=2 Vy—y) 二 (rx) +t4(ry — zxiy)’. 


sin (nN) = ET 
注意 到 
(zy — zy = [ry mt y (rr) FE ry y+ yr zr) R22 yy) t+(r—zr)’], 


并 记 p== Vy 一 十 (x 一 +141), 即 有 
人 
(nn)S2 Vo 十 4。20 = 6p. 


八 人 
当 yg= nym) 过 lH, psin(n,m ). 于 是 ,要 p< ,只 要 6p< 85 0， 即 P< TO >0. 003 即 可 . 从 而 得 


1086 
6G<0. 003. 
【3558】 设 
二 f(z,y)， 其 中 (zx,y)ED (1) 
为 曲面 的 方程 ,yp(Pi ,P) 为 曲面 (1) 在 点 PC(z,y)ED 及 P1(zi,y1)ED 二 点 的 法 线 之 间 的 夹 角 . 
证 明 : 车 DD 为 有 界 闭 区 域 , 冰 数 f(x,y) 在 区 域 DD 内 具有 有 界 的 二 阶 导 数 , 则 李 雅 普 诺 夫 不 等 式 
p(P1,P)<Cp(Pi,P) (2) 
成 立 . 其 中 CC 为 常数 ,p(P;,P) 为 点 P 与 Pi 之 间 的 距离 
证 ”本题 应 加 区 域 是 凸 的 这 个 条 件 ,否则 结论 就 不 成 立 , 例如 ， 
0， 3y 窒 0，z2 十 多 委 ]1， 
-人 y0，z 之 小 ， 妇 十 并 委 1， 
—y, y>0, rE—y, z+y el, 


如 图 6. 30 所 示 ,函数 = 在 单位 贺 内 缺 一 个 角 的 闭 区 域内 定义 , 卫 有 连续 的 二 价 偏 导数 , 取 P,( 方 ,二 ) 与 
卫 。 一 十 ,十 ), 则 


n =n(P,)= 0.37, 一 1 一 (0, 六 , 一 !， 


n =n(P’)= {0,—3y, a={0, 总 ， 1)， 


nXw = 一 襄 ， 0 ,0}， 


xn’ mn 
和 


sing 一 


又 因 m(P,,PO) 一生， 


1 Sin 1 十 站 
lim 天 一 lim (= Pr )~lim pr — lim 2 一 十 co， 
mopan nro\ pan Sing no On mo 2 
nm 
故 不 存在 常数 C, 使 p, 二 Cp， 


下 面 证 明 ; 当 DD 为 是 的 有 界 闭 区 域 时 ,不 等 式 (2) 成 立 . 
由 3255 题 知 : 当 f(z,y) 在 DD 内 有 二 阶 连续 的 偏 导数 时 , 红 及 3 在 DD 内 是 二 元 连续 的 .又 因 D 是 有 界 
, gf maf 、 
闭 区 域 , 故 区 及 区 在 D 上 有 界 , 记 
af af 
| <M lm 
又 由 3254 题 的 证 明 过 程 可 知 : 当 D 是 凸 域 ,f(x,y) 有 有 界 二 阶 偏 导数 时 ,对 DD 中 任意 两 点 P 及 PP,， 


如 及 疆 满 足利 普 项 英 条 件 , 即 存在 常数 工 ,使 有 


| FD | rpPi,P), 
x 
| 2 A |=rec， ,P). 
> 
由 
_ /9f(P1) 9f(P1) _ {9fiP) af(P) 
nCP,) { je ,1| 及 n(P)= (2 二， 53 1) 
知 : 对 于 p=p(P, ;PP) 有 下 列 不 等 式 
， [nCP1) XnCP)|’ 
2 1 2 
sinp 一 TB 7 TO 
[a3FP) 9f (PT TafP) afp 下 [afPD afFCP) afCP) afCP) 下 
gy dy 9x ax DZ dy yy ox 
cL +L pH A | [A ] +2[ 22 ] [| 


<2Lp +2M Lp +2M Lp =2Lp (1 十 2M2)， 
于 是 ,sinp<CioCP: ,P) ,其 中 CG? 一 2L? (1 十 2M? ) ,从 而 得 
9p(P ,P)<3 sinp <F CpCPi, P= Cp(P ,PP). 


其 中 C 二 部 C1 为 常数 ,本 题 获 证 . 
x ) ”利用 1290 题 的 结果 . 
【3559】 圆柱 面 z 十 交 一 
提示 先 求 出 二 曲面 在 Mn 点 的 法 向 量 mi 及 11z， 


解 ”二 曲面 在 Me 点 的 法 向 量 为 
1 一 {yoyzoy* 一 5 及 


az 与 曲面 gz 一 zy 在 公共 点 Mo (zo yo,zo) 相 交 成 怎样 的 角 ? 


1 一 {2zoy,2yoy0). 


于 是 ,交角 g 满足 
cosp 一 non _ 2zoyo 十 2zoyo 十 0 4bzo 2bzo . 
Imllml VRBTAT VT Viip oa a Yat 
一 zztan20 两 两 正 交 . 


【3S60 证 明 : 球 坐标 的 坐标 曲面 z? 十 yy 十 z? 二 r?,，y 二 xtang, zx 十 y 
证 明 思 路 各 曲面 在 其 交点 P(x,ysz) 处 的 法 向 量 分 别 为 


Mm {2x,2y,2z}, ma 一 {tanp, 一 1,0) ma 一 {2r,2y, 一 2ztan20). 


只 要 注意 到 181。12= 一 0， 1 。13 一 0， 1。13 一 0， 
命题 即 获 证 . 
证 各 曲面 在 其 交点 P(x,y,z) 处 的 法 向 量 分 别 为 
m= {27x,2y,2z}, 1 一 {tanp, 一 1,0》， ns— {2x,2y,—2ztan:0). 
由 于 Pi 。1 一 2ztany 一 2y 一 27y 一 2y 一 0， 


ni 。13 一 4z2 十 4 只 一 4z2tan20 一 4z2ztan20 一 4zztan20 一 0， 
n2 。13 一 2ztanp 一 2y 一 0， 
故 知 这 些 曲面 在 其 交点 处 分 别 两 两 正 交 . 
【3561】 证 明 :球面 zz 十 十 zz 二 2axr, x 十 六 十 二 2by,X! 十 十 x? 二 2cz, 形 成 三 重 正 交 坐 标 系 . 
提示 仿 3560 题 的 证 明 思 路 . 
证 设 球 工 十 十 z? 二 2az 与 球 工 ?十 十 z 一 2by 交 于 Po《zo ,yo ,zo) 点 , 则 它们 在 Po。 点 的 法 向 量 为 
= {2(z0—a),2y0 2z0}, 1 一 {2zo，2(yo 一 D)，2zo ). 
由 于 ni。 Nz a de ]=2[2zx? 十 2y3 十 2zi 一 2axo 一 2byo] 
二 2[ (十 这 十 一 2axzo) 十 ( 十 十 2 一 2byo)] 二 0， 
故 知 这 二 球面 在 其 交点 处 正 交 , 同 法 可 证 其 他 球面 的 两 两 正 交 性 . 
【3562】 当 ) 一 1，) 一 12，) 一 13 时 ,经 过 每 一 点 M(z,y,z) 有 三 个 二 次 曲面 : 


x y z? 
Titp ta rl (a>b>c>0). 


证 明 : 这 些 曲面 是 正 交 的 . 
证 先 证 (一 1,2,3) 的 存在 性 .考虑 和 的 多 项 式 
FO2)=x 6A) mA Dy a mA 一 好) 十 22(a2 一 好) (至 一 12) 十 (az — A) CG —A) Ce 一 12). 


显然 有 F(a)=zx(b a)(c—a)>0, F(B)=y (a —B) (ce —b)<0, 
F(c)=xz (a —c)(F—c)>0, limFG ) 一 一 co 


因此 ,FOQ)==0 在 (a ,十 co)，( 电 ,ao2) 及 (c ,B) 内 各 有 一 根 , 记 为 外, 各 ,如 .但 F(X) 是 关于 x? 的 三 次 多 项 
式 , 因 此 ,也 仅 有 三 个 实 根 和 (i 一 1,2,3), 目 知 4; 隆 (i 关 j; i,j 二 1,2,3). 由 F(X?) 二 0 不 难 推 得 
2 vy 
a—A?t A? 
下 面 再 证 明 这 三 个 二 次 曲面 是 两 两 正 交 的 . 由 于 


n=/( 2 7 2 
ez 一 好? —A? "cA? 


2 . 
+ -1 (i=1,2,3). 


| (i=1,2,3), 


及 当 ;未 ) 时 ， 
-a [ (2 tt) (stra )] 
-aD -D0, 

故 本 题 获 证 . 


【3563】 求 函 数 4 二 x 十 y 十 z 沿 球面 十 十 x 一 1 在 点 Mo (zo ,Yo ,zo) 的 外 法 线 方 向 的 导数 . 
在 球面 上 怎样 的 点 ,函数 的 上 述 法 向 导数 有 :(1) 最 大 值 ,(2) 最 小 值 ,(3) 等 于 零 ? 


提示 易 得 2 一 zx 十 yo 十 zo. 


(1) 利用 1294 题 的 结果 , 易 知 所 求 的 点 为 { 十 启 ' 方 , 启 )， 


工 ) 
万 友 ”上方 ” 
(3) 所 求 的 点 为 由 方程 z 十 y 十 z 一 0 及 zx? 十 洋 十 zz 二 1 所 确定 的 解 (z,yy,z)， 


解 nh 一 如 十 况 十 怠 一 1, 则 在 点 Mo 处 球面 的 外 法 线 单位 向 量 为 { 如 , 闪 , 玩 ) 一 {zo,yo ,zo}. 于 是 ， 


(2) 同 (1) ,所 求 的 点 为 (一 了 


du du 9 
半 =( 闫 ,于 ; 半 | "” {Zzoryo zo = {1,1,1}* {zo,Y zo) =o yo zo. 


(1) 利用 1294 题 的 结果 ,得 
Zo 十 % 十 xz 一 1zo 十 1y% 十 1zo<V3 V 妆 十 党 十 邓 一 V3. 


当 zo yz 一 育 时 ,上述 等 式 成 立 ,此 点 恰 在 球面 上 . 因此 ,在 点 (三 , 启 , 广 ) 处 尖 取 得 最 大 什 , 
(2) 同 法 可 得 一 (zo 十 % 十 mo) 一 (一 1)zo 十 (一 D 十 (一 D)zo 委 V3， 
或 zo 十 yo 十 zo 之 一 V3. 
故 在 点 一 启 , 一 育 ， 一 启 ) 处 下 守 取 得 最 小 值 . 
(3) 当 z 十 ?十 z 一 0 及 冯 十 交 十 好 一 1 时 浇 一 0. 因 此 ,所 求 的 点 为 由 方程 
全 
十 六 十 zz 二 


确定 的 解 (x,y,z)， 记 在 音信 于 国 导 过 国 必 的 平面 机 的 交 线 一 一 圆 上 面 . 
【3564】 求 函 数 :一 于 十 大 十 和 沿 椭 球 面 各 十 入 5 十 五 一 1 在 点 MG (my sw) 的 外 法 线 方向 的 导数 . 


2 2 2 
解 一 (这, 这 ,各 ,此 法 向 量 的 单位 向 量 为 一 六) ,其 中 A 一/ 如 十 浴 二 莹 ， 


au| zo 2 2/2 2 
于 是 ， | 沾 2m 十 让 2 十 下 2m 一 入 ( 受 十 次 二 全) 一 人 于 
全 十 中 十 到 


【3565】 设 江 知 32 为 函数 x 和 在 曲面 F(z,y,z) 一 0 上 的 点 的 法 向 导数 ,证 明 ， 
六 (wD) 茜 +v 玫 ， 
提示 “由 方向 导数 的 计算 公式 命题 易 获 证 . 


证 艺 (uv) 一 六 (uv) cosa 十 也 pu) cosp 十 于 (xm) cosy 


et ep en) 半 coset+ 半 cosp 十 性 采 cosy) 一 ut 


求 舍 一 个 参 变量 的 平面 曲线 族 的 包 络 线 : 


【3566〗 xcosa 十 ysina 二 pp (p= 二 常数 ). 

解 题 思 路 ” 令 f(x,ysa) 二 zxcosa 十 ysina 一 .由 f(z,ysya) 一 0 及 f(x,ysa) 二 0 消去 a, 并 注意 原 曲 线 
没有 奇 点 , 且 所 得 方程 也 不 是 原 曲线 族 中 某 一 支 的 方程 ,因而 它 就 是 包 络 线 方程 . 

以 下 各 题 (3567 一 3580) 说 明 所 得 的 方程 为 所 求 的 包 络 线 ( 或 包 络 面 ) 方 程 的 理由 均 与 3566 题 相同 . 

解 fx,ya) = rcosat ysina— p=0, 


(zyysa) 一 一 zsina 十 ycosa 一 0. 
消去 a, 得 Zz 十 y 二 p. (1) 
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由 于 原 曲 线 没有 麻 点 , 且 (1) 也 不 是 原 曲线 族 中 的 某 一 支 , 故 方程 (1) 为 原 曲线 族 的 包 络 线 方程 . 


2 
[3567] 〈z 一 c)2 十 六 一 分. 


解 | 
2(Zz 一 a) 十 a 一 0. 
消去 a, 得 y= 土 x, 同 3566 题 的 理由 可 知 , 它 是 包 络 线 方程 . 


【3568】 一 kz 十 全 (a 一 常数 ). 


kx 一 y 十 全 一 0， 
解 


a 
好 一 0. 


消去 &, 得 二 4ax, 同 3566 题 的 理由 可 知 , 它 是 包 络 线 方程 . 
【3569】 y=2pz+p’. 
2pz 一 昂 十 娠 一 0， 
全 
消去 ,得 zz? 十 yy 二 0, 它 仅 为 一 点 (0,0). 于 是 , 原 曲线 族 无 包 络 线 . 
【3570】 设 有 长 为 /的 线段 ,其 两 端点 沿 坐 标 轴 滑 动 , 求 如 此 产生 的 线段 族 的 包 络 线 . 


解 如 图 6. 31 所 示 , 直 线 方程 为 “二 十 艺 一 1， 
但 是 a= lsing, 5 二 lcos0, 所 以 ， 


Zz 一 


-并 -2> 一 
sin5 十 cos0 ‘ (1) 
对 0 求 导数 ,得 
一 之 > oing— 可 - 一 ~ 
sin? 5cosb 十 COs? 5sinb 0 或 sina0 cos (2) 图 6. 31 


由 (1),(2) 消 去 9, 得 z 十 好 二 店 , 同 3566 题 的 理由 可 知 , 它 是 包 络 线 方程 
【3s71】 求 面积 S 为 常数 的 桶 加 族 世 十 六 一 1 的 包 络 线 ， 


解 ”由 题 设 zab 一 S, 得 c 一 .3 , 且 


京 十 次 一 1 (1) 
对 5 求 导数 ,得 
2 2 2 
-入 -=0. (2) 


2 C2 
由 (2) 式 二 艺 信 或 严 一 土 剖 ,再 代入 (1) ,得 士 zx2 十 xz2 一 1, 即 
nx nz S Ss 


lzy|= 立 
> 2r” 


同 3566 题 的 理由 可 知 , 它 是 包 络 线 方程 . 
【3572〗 炮弹 在 真空 中 以 初速 度 w 射出 , 当 投射 角 a 在 竖 垂 平面 中 变化 时 , 求 炮弹 轨道 的 包 络 线 . 
解 ”炮弹 轨道 方程 为 


?一 Yitana ”208coS20， (1) 
对 a 求 导 数 , 得 
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xX _ gx’sing 


0 一 。 
cosza Wcos'a 


(2) 


由 (2) 式 得 tana 一 芷 .代入 (DD) 式 ,得 
yztano 一 一 -至 -到 人 zg 二 于 

同 3566 题 的 理由 可 知 , 它 是 包 络 线 方程 . 

【3573】 证 明 : 平 面 曲 线 的 法 线 的 包 络 线 是 此 曲线 的 渐 届 线 . 

提示 “可 仅 就 由 显 式 ?一 F(z) 所 给 出 的 平面 曲线 加 以 证 明 ,并 注意 y 一 F(z) 在 点 P(x,y) 的 法 线 方程 
为 (X 一 zx) 十 y (Y 一 y)= 二 0. 

证 这 里 我 们 仅 就 由 显 式 y== f(z) 所 给 出 的 平面 曲线 情形 加 以 证 明 . 

曲线 y 二 f(x) 在 点 P(x,y) 的 法 线 方程 为 


(X—Zz)+y (Y—y)=0. (1) 
对 工 求 导数 ,得 
一 1 十 yY(Y 一 y) 一 y ?二 0 或 y(Y 一 y)= 二 1 十 y. (2) 
7 /2 
. X=—r— Eh} ) ， 
由 (1),(2) 解 得 ， 
lty’ 
Y=-yt yy 


此 即 y 二 f(x) 的 渐 届 线 方程 (参看 第 二 章 § 14 前 言 3 ). 
同 3566 题 的 理由 可 知 , 它 是 平面 曲线 的 法 线 的 包 络 线 方程 . 
【3574】 研究 下 列 曲线 族 的 判别 曲线 的 性 质 (c 是 参 变量 )、 


(1) 立方 抛物 线 y= (zx 一 co)’，; (2) 半 立 方 抛物 线 光一 (z 一 c)3; 
(3) 尼 尔 抛物 线 y 二 (zx 一 c)?; (4) 环 索 线 (> 一 c)2 一 也 和 过. 
解 CD (2 

filxr,yc)—=3(r—e)’ 一 0. 


消去 ,得 > 一 0, 它 为 判别 曲线 的 方程 . 
原 曲线 无 奇 点 , 且 > 一 0 也 不 是 原 曲线 族 的 某 一 支 , 因 此 , 它 是 包 络 线 . 此 包 络 线 与 原 曲 线 族 在 (c,0) 点 
相 切 , 且 (c,0) 点 是 曲线 的 拐点 , 即 它 又 是 原 曲线 族 拐点 的 轨迹 . 如 图 6. 32(1) 所 示 . 
(2) 人 消去 c, 得 判别 曲线 y 一 0. 
3(z 一 c) 一 0. 
原 曲 线 的 奇 点 为 (c,0) ,因此 它 是 奇 点 的 轨迹 . 要 看 是 否 为 包 络 线 , 还 要 看 在 奇 点 的 两 支 是 否 与 判别 曲 
线 相 切 .事实 上 ,两 支 分 别 为 y1 一 (zx 一 ,ys 一 一 (zx 一 0, 均 有 yi(c) 一 0, yi(c) 一 0. 因 此 ,y=0 为 原 曲线 
族 的 包 络 线 . 如 图 6. 32(2) 所 示 . 
yO—(r—c)=0, 


和 (2 so. 消去 ,得 判别 曲线 > 一 0. 


原 曲线 的 奇 点 为 (c,0). 由 于 y 一 (z 一 c) 志 在 x=c 处 的 导数 为 无 穷 ,因此 , 它 与 y=0 不 相 切 , 从 而 , 它 无 
包 络 线 . 奇 点 (c,0) 为 尖 点 ,如 图 6. 32(3) 所 示 . 


(4) 人 2 一 0， 
一 2(y 一 c) 一 0. 
消去 c, 得 zx (a 一 zx) 二 0, 即 判别 曲线 为 直线 z 一 0 及 z 一 a. 
显然 x 二 0 为 原 曲线 族 奇 点 的 轨迹 ,用 8 6. 的 方法 可 判别 出 它 是 二 重点 的 轨迹 . 事实 上 ， 
A=f“4.(0,)=2, B=f”%(0,0)=0,，C=f%(0,0)=—2,， AC—B’=—4<0. 


从 而 知 z= 二 0 不 是 包 络 线 ， 


但 是 ,在 x=a 处 f(a,y) 关 0 (a 关 0). 因此 x=a 不 是 原 曲 线 族 奇 点 的 轨迹 ,同时 它 又 不 是 原 曲 线 族 
的 某 一 支 . 因此 ,z= 二 a 是 原 曲 线 族 的 包 络 线 , 如 图 6. 32(4) 所 示 . 


了 
c Xx 
(1) 
| 了 
Be 
OO C x 
(3) 
图 6. 32 
[3575】 求 半径 为 7, 中 心 在 圆周 x 二 Reost，y 二 Rsint, z 一 0(t 是 参数 ,R>>r) 上 的 球 族 的 包 络 面 . 
解 (X— Reost)’++(Y— Rsint)’++Z=r, (1) 
2Rsint(X— Reost) — 2Recosi(Y— Rsint)=0. (2) 


(2) 式 化 简 得 Xsint 一 Ycost 一 0. 于 是 ， 
X Y 


Y 
tant 二 二 ， cost 二 土 


XX sin 圭一 一 ， (3) 
xX VTTF RT 
将 (3) 式 代入 (1) 式 ,得 
R 
(XI TY Roo) 
V 死 干 丈 


当 取 “十 ”号 时 ,由 于 R’ 之 7 , 故 它 不 代表 任何 点 (不 是 虚 的 ) 的 轨迹 . 
当 取 “一 ”号 时 ,由 于 原 曲 面 族 无 奇 点 ,上 且 ( VX 十 Yi 一 R)? 十 Z 二 7 不 是 原 曲 面 族 的 某 一 个 ,因此 , 它 
是 原 曲 面 族 的 包 络 面 ( 圆 环 ). 
【3576】 求 球 族 
(z 一 tcosa)2 十 (y 一 tcosB) ?十 (z 一 tcosy): 二 ] (其 中 cos?a 十 cos:B 十 cos* 7 二 1,t 是 参 变数 ) 
的 包 络 面 . 


(z 一 tcosa)2 十 (y 一 tcosp)2 十 (z 一 tcos7)2 一 1 一 0， (1) 

解 2cosa(Zz 一 tcosa) —2cosB(y— tcosB) — 2cosy(z— tcosy)=0. (2) 

由 (2) 得 t=xcosat ycosB+ zcosy (3) 
将 (3) 式 代入 (1) 式 ,化 简 整 理 得 

ZX 十 十 2z? 一 (wcosa 十 ycosB 十 zcosyY)’ 二 1, (4) 


由 于 原 曲面 族 的 奇 点 均 不 在 此 方程 所 表示 的 曲面 上 ,并 且 曲 面 (4) 也 不 是 原 曲面 族 中 的 某 一 个 ,因此 ， 
曲面 (4) 为 原 曲 面 族 的 包 络 面 . 


【3577】 求 相应 体积 六 是 常数 的 燃 球面 族 瑟 十 十 气 一 1 的 包 络 面 .. 
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解 题 思路 引入 辅助 函数 


一 于 3V 
FCz,y,zya,bic) 一 瑟 十 旋 十 所 十 (abc 一 汉 )， 
则 包 络 面 的 方程 由 下 列 方程 组 确定 ; 
2 2 2 
吝 十 次 十 所 一 1 
_3 
abc= 


F ,=0, F ,=0, F ‘=0. 


消去 ayb,c, 可 得 包 络 面 方程 |zyz| 一 -了 


4rV3 
解 ” 引 人 辅助 函数 
2 2 2 
Fr,yvzvapo 一 到 十 发 二 所 二 (atc 一 于 )， 
则 包 络 面 的 方程 由 下 列 方程 组 确定 : 
Ea 
a 十 到 十 < 一 1， 
_3V 
apc 一 4x 
2 
FF 一 一 经 -+Mbc=0， 
2 
FF 一 一 人 十 lac 一 0， 
2 
FF 一 一 经 十 ab 一 0 
2 
由 (3) (4) (5) 可 解 得 Ca 一， 


2 2 2 
将 (6) 式 代 和 人 (1) 式 ,得 瑟 一 入 一 邱 一 p 一 寺 . 于 是 ， 
a= V3|lx|, 6= V3|y|, c= V3|zl. 


用 V 
bb (7) (2) 多 一 -一 一， 
将 式 代 和 式 得 |zyz| 3 


由 于 原 曲 面 族 无 奇 点 , 且 曲 面 (8) 也 不 是 原 曲 面 族 中 的 某 一 个 , 故 知 曲 面 (8) 为 原 曲 面 族 的 包 络 面 . 


【3578】 求 半径 为 p, 中 心 在 圆锥 面 x? 十 y 二 xz? 上 的 球 族 的 包 络 面 . 
解 设 球 心 为 (a,5,c) , 则 球 的 方程 为 
(x—a)’+(y—b)’++(z—c)’=p, 


其 中 a 十 二 ce?. 
引入 辅助 函数 F(zx,y,z,a,b,c) 一 (x 一 a 十 (y 一 习 ? 十 (z 一 c)? 十 A(a!: 十 所 一 c?)， 
则 包 络 面 方程 由 下 列 方程 组 确定 ，; 
(zx—a) ++(y—b) 二 (zo)’=p， 
a+=e?, 
下 :一 一 2(z 一 a) 十 2Ma 一 0， 
下 :一 一 2(y 一 人 十 2 一 0， 
下 :一 一 2(< 一 c) 十 21c 一 0. 
由 (3)、(4)、(5) 可 得 过 一 1 一 基 一 1 一 一 二 十 1 一 1. 
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(1) 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


(7) 
(8) 


(1) 
(2) 
(3) 
(4) 
(5) 


引入 记号 方志 一 六 一 2 一 卫 , 则 有 


a 一 pz， 0 一 py， a 46) 
2 
2 ”过 -~ _. 
将 (6) 式 代入 (1),(2) 两 式 , 得 
2 2_ 2 (8) 
ty a1 
(7) 十 (8) 得 
2 
2(ty 或 Vio Ve typ. 9) 
由 (8) 得 2p 一 1 一 土 -一 二 一 . 010) 
‘ V7Ty 
将 (10) 代 入 (9) ,整理 得 V2p=| wW 妆 十 到 士 z|. (11) 


由 于 原 曲 面 族 无 奇 点 , 且 曲 面 (11) 也 不 是 原 曲面 族 的 某 一 个 . 因此 ,曲面 (11) 为 原 曲 面 族 的 包 络 面 . 
【3579】 有 一 发 光 点 位 于 坐标 原点 .车 如 十 总 十 之 R , 求 由 球 
(ZX— xo) 二 (yO— yo) ?二 (z— zo0) SR 
投影 所 生成 的 阴影 圆锥 . 
解 解法 1: 
所 求 的 阴影 圆锥 的 表面 ,可 看 作 是 一 个 过 原点 的 平面 族 的 包 络 面 ,此 平面 族 的 方程 为 xz 十 pz 十 cz=0， 
azo 十 pyo 十 czo 一 土 尺 ， 
其 中 a,5,c 满足 约束 条 件 
a 二 十 c= 二 1. 
引 人 人 辅助 函 数 
F(x,y,zsa,b,c)=artbytcztA(axrotbyoczo 干 R) 二 +pla’ 二 Bb 二 +c—1), 


则 包 络 面 方程 由 下 列 方程 组 确定 ，; 


az 十 5y 十 cz 一 0， (1) 
4 十 刀 十 c 一 1 (2) 
a bye te — 土 RR， (3) 
下 一 z 十 1zo 十 20a 一 0， (4) 
=y+Ayo +2p6=0, (5) 
F’=z+Azo +2uc==0. (6) 
方程 (4)、(5)、(6) 要 能 解 出 Xn; 其 中 abc 必须 满足 关系 式 
xX To a 
y yo b|I=0. (7) 
z zo Cc 
记 ni 二 ”> ， 7 一 ”|， rs 二 ” ， 
过 Zo TX Io 了 Yo 
则 上 述 关系 式 可 记 为 ar 十 5rz 十 crs 一 0， (8) 
0 yy 之 
圭 R yo wo 
由 (1) 《3)、(8) 可 解 得 Ser 


~ AtAt) 
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2 R’ (zr — yra)’ ,R(xrs—zn)’: ， 并 (Zre 一 7 7) 


或 ATAtA) rt AFATtA)’ tA 9) 
将 (9) 式 代入 (2) 式 , 即 得 
、 (过 十 过 十 二) 一 民 2[(yrs 一 z7ra)2 十 (zzrs 一 zx) 十 (Zr 一 yr)2] 


二 RL 十 及 十 (zx 十 六 十 z2) 一 (zri 十 yrz 十 zra)?] 
二 (rN 十 有 十 f(z 十 十 z?)， 
(其 中 利用 了 zri 十 yrs 十 zr 二 0, 这 是 不 难 验证 的 . ) 于 是 ,有 
十 7 十 r 二 R(x? 十 yy 十 z?). (10) 
由 于 原平 面 族 无 奇 点 , 且 曲 面 (10) 不 是 平面 族 的 某 一 个 ,因此 ,曲面 (10? 即 为 包 络 面 .所 求 的 阴影 圆锥 
为 此 锥 面 的 内 部 , 即 满足 不 等 式 
这 十 天 十 天 委 RR2(Cz2 十 史 十 2 ) 
的 空间 区 域 ( 严 格 说 来 ,还 要 除去 球 前 部 的 区 域 ). 
解法 2: 
显然 ,阴影 圆锥 是 由 通过 坐标 原点 的 球面 (z 一 zo)2: 十 (> 一 ‰% 半 十 (z 一 加 7 一 及 : 的 全 体 切 线 构成 的 . 由 
解析 几何 知 , 如 果 点 Pi (zy yz) 不 在 二 次 曲面 
Cryyyz) 一 az2 十 5 十 cz 十 2Fyz 十 2gzz 十 2hzy 十 2pz 十 2qy 十 2rz 十 d 
一 p(Zz, yz) 十 2bz 十 2gy 十 27rz 十 d 一 0 (1) 
上 , 则 通过 点 Pi 而 和 二 次 曲面 (1) 相 切 的 全 体 切 线 所 构成 的 锥 面 方程 为 
[Cx—z)F (ry yz) Cy— yOF (ris yr) za)F :ris ys 2) 4p(z— zy— yz— 1) 
* Flzxis,Yyi ,21)=0. (2) 
今 有 
F(x,ys2) = (zr) 二 (yO— yo) T(z 2 )—R 
二 zz 十 十 x? 一 2CxoXx 十 yoy 十 zoz) 十 ( 台 十 十 Zz 一 R?). 


由 于 

下 4(0,0;,0) 一 一 2zo， F’(0,0,0)~—=—2y,, F ‘(0,0,0)=—2xz,, 
故 由 (2) 即 得 阴影 圆锥 面 的 方程 为 
(—2x0x—2y0y— 2z0z):—4(z 十 十 2 )(z3 十 十 z2 一 R?) 二 0 


或 


(tz)r 二 (zi 十 2)y 二 (x8 十 yD) 2 一 2x0 yry— 2y0zoy2—2z0 rozz— Ri(z 二 Ty: 十 xz?)=0. 
由 于 


(Hd) rt ri) ri yd — 2x ys 2 yz 2 zt OR Ce 二 十 3) 
二 一 R(t 十 沁 十 zz) 二 0， 
故 所 求 的 阴影 圆锥 为 此 锥 面 的 内 部 , 即 满足 不 等 式 
(2 十 3) 十 (2 十 x2)Yy 十 (Xx? 十 y3)z? 一 2xo yxy 一 2yoxo yz 一 2z0 zozrz— R(x 二 y +z )S0 


z yl’ y z|? 2 
或 十 十 ER (z+y tz) 
Xo Yo Yo zo Zo Xo 

的 空间 区 域 (严格 说 来 ,还 要 除去 球 前 部 的 区 域 ). 

解法 3; Plx, y,2) 

如 图 6. 33 所 示 , 由 三 角形 的 面积 公式 寺 |r| 141sina 得 到 NN 

-一 ， 
lirxal=lrllalT， 5 

其 中 心 一 {zoyvyoyzo )， r 二 {xyy,z) ,而 P(z,y,z) 为 锥 面 上 的 任意 一 


点 ,平方 之 , 即 得 圆锥 曲面 的 方程 为 图 6.33 


Irxhl:=R|r|’. 
于 是 ,所 求 的 阴影 圆锥 为 适合 不 等 式 |rXh|’<<R?|rl?*, 即 


2 


十 


2 


十 


2 


TT yy 
RI(z? 二 y 十 z?) 


了 zz 


Xo Yo Yo zo 


的 空间 区 域 (严格 说 来 ,还 要 除去 球 前 部 的 区 域 ). 


【3580】 若 参 变量 p 和 4 满足 方程 p? 十 9 二 1, 求 平面 族 z 一 zo 二 p(x 一 zo) 十 gly 一 yo) 的 包 络 面 . 


提示 仿 3577 题 参 变量 为 志和 4，, 包 络 面 方程 为 
(z 一 zo)2 一 (Z 一 Zoo)2 十 (yy 一 yo)2. 
解 解法 1: 
引 人 辅 助 函 数 F(x,y,;z;p,g9)= 二 z 一 zo 一 p(x 一 xo)—qg(y— yo) tACp :+g —1), 
则 包 络 面 方程 由 下 列 方程 组 确定 : 
z 一 20 一 力 (Z 一 Zo) 十 qCy 一 和 )， 
P+q=1l. 
FS,=—(zx~—z0)+2Ap=0, 
Fi=—(y—y)+2Ag=0. 
(3)Xp 十 (4)Xg, 得 24 二 zx 一 zo. 于 是 ,由 (3),(4) 得 


Xo > 
p= z—zo ” ZzZ—zo. 
将 (5) 式 代入 (1) 式 ,得 (z—2z0):=(z— Zz0) 二 (ym yo)?. 


由 于 原平 面 族 无 奇 点 , 且 显 见 上 述 曲面 不 是 平面 , 故 上 述 曲面 即 为 包 络 面 . 
解法 2: 
引 人 新 参数 0, 令 pp 二 sin8, g== cosb. 
z 一 2zo 一 cosg。(Zz 一 zo) 十 sing。(y 一 %)， 
sin0。(Z 一 Zo) 一 cosg。(y 一 y )， 


于 是 ， 
sing= 一 一 二 YY cs) 
V(X— xo) ty yo) Vx—zo) (yO— yo)’ 
代 人 (1) 式 ,得 


(z—z0):=(z—Zz0)! 十 (y 一 yo)2. 
由 于 原平 面 族 无 奇 点 , 且 上 述 曲面 不 是 平面 , 故 上 述 曲面 即 为 包 络 面 . 


86. 泰勒 公式 


(1) 
(2) 
(3) 
(4) 


(5) 


(1) 
(2) 


1” 泰勒 公式 ”车 函数 f(x,y) 在 点 (a,8) 的 某 邻 域内 有 直到 十 1 阶 (包括 十 1 阶 ) 的 连续 偏 导数 , 则 在 


此 邻 域内 成 立 公式 


一 SE _ oT 
f(z = f(a + D> ke 四 元 十 (3 DE | fa +tR zs), 


1 
其 中 Ru 一 二 可 | 


2” 泰 勒 级 数 ” 若 函数 f(z,y) 无 穷 次 可 微 且 limR, (x,y) 一 0, 则 此 函数 可 表 成 短 级 数 的 形式 : 


zi 一 Fa 十 二 (ab) Cz—a) (Cy—b) 


计 jP1 4 
在 “一 5 一 0 的 特殊 情形 下 ,公式 (1) 和 (2) 分 别称 为 麦克 劳 林 公 式 和 麦克 劳 林 级 数 . 
对 于 多 于 两 个 变量 的 函数 有 类 似 的 公式 . 


a 9 n+l1 
Ce [ab (za ,bb 一 及] (0<0,<1). 


(1) 


(2) 
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3 平面 曲线 的 奇 点 ” 若 可 微 曲 线 F(z,y) 一 0 上 的 点 Mo(zo ,yo) 满 足下 列 条 件 : 
F(Czo,y) 王 0， 下 (royy) 一 0， F'(zo,yo)=0, 
则 称 此 点 为 奇 点 . 设 Mo (zo ,yo) 是 属于 光滑 曲线 类 C2 的 曲线 的 奇 点 , 且 数 
A=F’,.(zo,y), B=F’ (xo,y), C=F’”, (zo, yo) 

不 全 为 零 .于 是 ,车 

(1) AC 一 B: 汪 0, 则 Mo 是 孤立 点 ; 

(2) AC 一 B! 过 0, 则 Mo 是 二 重点 (节点 )， 

(3) AC 一 B' 一 0, 则 Mo 是 上 升 点 或 孤立 点 . 

在 4=B 一 C 一 0 的 情形 , 奇 点 的 种 类 可 能 更 复杂 . 至 于 不 属于 光滑 曲线 类 C@2 的 曲线 , 奇 点 还 可 能 有 更 
复杂 的 本 质 : 中 断 点 , 角 点 等 等 . 

【3581】 在 点 A(1, 一 2) 的 邻 域内 根据 泰勒 公式 展开 函数 

zy) 一 222 一 zy 一 光一 6z 一 3y 十 5. 


9 9 
解 了 一 4z 一 yy 一 6， =—z 2y—3; 
2 2 2 
Ff Hf, Ff 
9z 9x9y 9y 
所 有 三 阶 偏 导数 均 为 零 , 因 此 ,有 Rs(zx,y)==0. 在 点 A(1, 一 2) 处 ， 
2)—=5, 9f-0, 9f-0, fo 2 了 一 Pf 
f(1, 一 2)=5，-0， 坟 =0， 有 2 一 4， 冶 太 ，5=-2 
于 是 ， flz,y)=5+2(zr—1) 一 (z 一 1)(y 十 2) 一 (y 十 2)2. 


【3582】 在 点 4(1,1,1) 的 邻 域 内 根据 泰勒 公式 展开 函数 
zyyyz) 一 妇 十 风 十 四 一 3zyz。 


9f 3 9f— ay 9f 3 31ry, 
解 六 3xz: 一 3yz， 35y 3 入 一 3zz， 区 32: — 3ry; 


of of of of of_ of 
392 ay b> Ep axzay 3z， gyaz 37， 9x9z 3y; 
Pf_of_ ff of 

9x dy 9 ” gzxgyaz ” 


FO,D=0, = 0, Ff -2 -2 -6，27 -2 of 


jr dy jr 0 a a a zy ay dz9z 3 
9 93 33 3 3 93 
Ff SP ff .fo, 
9x 9y gz DZzgygz gz 9y 2z 9x 


于 是 ， 

flz3y32)=f(1,1,1)+ > 圭 [ (一 D 恕 + 一 DD 总 +z 一 DD 总]f011,D 

=3 ECz 一 1)2 十 (3y 一 1)2 十 (z 一 1 一 (rz 一 1)(3y 一 1) 一 (z 一 1)(z 一 1) 一 (> 一 1)(z 一 1)] 十 (zz 一 1)3 

十 (? 一 Ds 十 (一 1)3 一 3(z 一 1D)Cy 一 1)(z 一 1). 

【3583】 当 自 变量 值 从 z 一 1,y 一 一 1 变 到 z 一 1 十 h,yi 王 一 1 十 k 时 , 求 函 数 f(x,y) 一 z?y 十 XY 一 2xy 
的 增 量 . 

解 记 A(, 一 1) 及 P(1 十 hk, 一 1 十 8), 则 


af | = 2 = 3f | (x 一 一 一 3; 
P| .=czy+y 2y)| 。 1， ， (x’+2xy 2z) | 33 


of of of 
一 二 一 一 一 2， 二 | =(2zx 十 2y 一 一 一 2; 
Ey 2y| ， 2， ay | 2z| ， 2 3 | ， (2z 十 27 一 2) | ， 
93 93 a3 93 
天 一 上 一 0， - 一 三 一 2; 
oz |a 9y |a oz ayjl4A gxzgy |a 
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所 有 四 阶 偏 导数 均 为 零 ,因此 ,Rs(z,y) 二 0. 于 是 , 按 泰 勤 公 式 即 得 


3 » 
Af 一 f(P) 一 fA) 一 了 二 (h 疙 th 总) (4)==(h 一 3) 十 (一 所 一 2hk 十 姑 ) 十 hkCh 十 ). 
i=1 了 


【3584〗】 设 f(r,y,2)—=Az:+By:+Cz+2Dzryt+2Ezrzt+2Fyz, 
按 数 h,k 和 7 的 正 整数 次 宪 展 开 f(x 十 h,y 十 &,z 十 站). 
2 
解 3L=2(Az+Dy+Ez)， ?f=24, 天 入 -2D， 范 -2(By 十 Dz 二 Fa)， f=28, 
2 2 
了 了 一 2F， SL=2(Czt EzrtFy), ?f=2 2C, f=-2E. 


379z 
所 有 三 阶 偏 导数 均 为 零 ,因此 R: (z,y) 一 0. 于 是 , 按 泰 勒 公式 即 得 
J(z 十 彤 ,3y 十 有 xz 十 2 
一 (zyy,z) 十 > 于 (4 六 +# 艺 二 A) /za 
一 zyz) 十 2LACAz 十 Dy 十 世 z) 十 ECBy 十 Dz 十 Fz) 十 KCz 十 已 z 十 下 y)] 十 [LAN 十 BR2 tC +2Dhk+2Eh+2FE 
一 帮 (zyy,z) 十 2[ACAz 十 Dy 十 Exz) 十 RDrzr 十 By 十 FEz) 十 L(Ez 十 Fy 十 Cz)] 十 大 ( 关 RD). 
【3585】 写 出 函数 F(z,y)= 在 点 A(1,1) 的 邻 域内 的 展开 式 , 到 二 次 项 为 止 . 


解 9f— yz » = nz, 


2 2 2 
of yy— 1)z” 2 ， 二 +e nz f=#inz, 9 =yy— Dy—2) es, 


ax 
3 3 3 
= nz, jh (29 De + yy Dr’ lnz, 2 太一 yzrilnzz 十 2z-llnz. 


az3y 
于 是 , 按 泰 勒 公式 在 点 (1,1) 附 近 展 开 到 二 次 项 ,得 
p=l+(z—D+z—Dy—D+RL+Oz— D1+0y—1] 0<0<1, 
其 中 余 项 
Rx = yy DD dr ty De +yy— De Inr]dr dy 
+3[ yr” tnt z+ 22 ne]dzdy’ + xz’n: zdy’ )} 
= 吉 [ (dztinzdy) +3( 关 dz+lnzdy) (一 总 dx? 十 之 dzdy) 


十 (a — 吝 dz'dy) |， 


dzx=zx—1， dy 一 y 一 |. 
【3586】 根据 麦克 劳 林 公式 展开 函数 F(z,y) 一 VI 一 于 一 光 到 四 次 项 为 止 . 
解 由 于 
了 工 y( 工 1 1)(l1-_1)(1_» 
0 


人 工 _ 1 工 1 s 
1 十 也 区 8 工 + Tex 


故 得 f(r,sy)= V1l—zx—y 一 [1 二 (一 必 一 y) 术 1 一 记 ( 十 Y) 一 诗 ( 十 
〖3587】 若 i|z| 和 |y| 同 1 比较 为 很 小 的 量 , 对 于 下 列表 达 式 ， 
《1) CR (2) arctan 1 十 工 十 2 
OSy 1 一 Z 十 y 
推出 精确 到 二 次 项 的 近似 公式 . 


2 
解 (1) 2 一 cosz(1 一 sin'y) 一 (1 一 于 十 …) (1 十 去 sin?y 十 …) 


135 


2 2 
一 (1 一 瑟 )G 十 二 sinz 和 (1 一 瑟 )(1 十 十 交 )w1 一 村 ( 寻 一 多 ). 


1 十 一 一 
1 十 Zz 十 y l+y_x xX _N 并 1], x 、 
(2) arctan 一 xz 十 retan 元 4 十 arctan 主 3 一 14 十 (于 3) SEE 3 十 
TI 十 y 


一 于 十 z(1 一 ?十 闪 ) 居 于 十 工 一 并 


【3588】 假定 x,y,z 的 绝对 值 是 很 小 的 量 ,简化 表达 式 
cos(Z 十 y 十 z) 一 cosxcosycosz. 


解 ”我 们 简化 上 式 到 二 次 项 


cos(Z 十 y 十 z) 一 coszcosycosz~~1 一 方 (zx 十 y 十 2) 一 (1 一 地 2) (一方 闻 ) (1 一 去 2) 


1 ,2 广 y 地 2) 一 (zy 二 yz 二 zr). 


一 1 一 去 (z 十 办 十 加 ) 一 (zy 十 yz 十 xz) 一 (1 
【3589】 按 包 的 短 次 展开 函数 
Fz) =i[f Cth y+ fr yt + fr—h y+ fr yA] f(z»), 
精确 到 ht. 
解 记 ? 汪 :22 一 区 及 于 汪 池 一 训 ,…, 余 类 似 ， 
即 得 
Fx)=T {fth yf WD +E zs yt — fz DIE hy) — f(z)y)] 


+[f Crsy—D— fx,»)]} 
1 Toft li of ttl ft lt 
地 (|4 革 + 吝 * 和 teh 2 + 于 + 二 + 证 + 


4 4 ay 
一 3 十 亏 321)s93 丰 3 pof lizaf 190f, 19f 
+| 有 和 十 去 且 了 这 一 证 所 5 十 站 hh z|+[ ht ) 
Pt (ff 
=- 和气 (和 形 )+ 握 (于 4 十 5) 


【3590] 忆 知 中 心 在 上 P(xz,y) 半 径 为 p 的 圆周 , 设 /(P) 一 f(x,y) 及 Pi(zi,yi) (i 一 1,2,3) 为 已 知 图 
周 的 内 接 正 三 角形 的 顶点 ,并 且 zi 一 x 十 p， yi 一 y. 按 6 的 正 整 数 次 短 展 开 函 数 


F(p=3[EfP) + Ps)+f(P)), 
精确 到 pz. 
解 ” 如 图 6. 34 所 示 . AP; P: P: 之 三 顶点 分 别 为 


Pi (z+p,y)， P(r 和 ,y+ p, Pi(z—8,y—p. 


[PFCP,) 十 FCP:) 十 FCP;)] 


1 
3 
~ 村 {| FeP?+o 3 上 + 怠 党 |+ [fcP+(— 号 ) 红 + + p+ + 人 f+ of_V3p | 


4 
trimt()t (a) +4 (3) 


【3591】 按 有 与 & 的 者 次 展开 函数 
Asy fry) = fzrth, yh — frth,y)— fr yth) t+ fzr,y). 
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解 ao for = [foesw th tt DD EE 一 2 大 | 


9 ml(n—m)! ar”"ay™™ 


- [fw»+> 3 A 有 上 | rz + > 入 4| + f(x,y) 


Hh" of 
pp I(n—m)! 9r"ay"™ ES +2 


n=3 m=1 


hl! Ar Ar Dr f ] 


mln—m)! Ch had 


【3592】 按 o 的 等 次 展开 函数 F(p) 《下 -| f(xr+pcosg, y+ psing) dg. 


n=1 m=0 


= f(zsy)+ > > A 


mlm 9ay™ Dn) cos "9sin "pdyp. 


下 面 计算 上 式 中 的 积分 . 
玄 | 间 cos”"gpsin” "gdg 


1 [Om im 1 [3 Om nm 1 人 i —m 
去 | cos"psin pd9+ 却 下 cos™ (x— 9)sin Cx-pdpt 直 上 cos" (x gp)sin” "(xt+ 9g)dg 
+ 去 上 cos" (2r 一 p)sin” (2r 一 2)dp 
= 到 [1I 二 (一 D" 十 (一 D" 十 (一 Dr"] 上 cos"gsin" "gdg. 
0 


当 m,n 中 至 少 有 一 个 为 奇数 时 , 显 见 上 述 积 分 为 私 . 
当 m,n 均 为 偶数 时 ,由 2290 题 的 结果 知 : 


0 


2x 开 
云 | coszmpsin2 mpdp = 去 上 cos"™"psin’” ”gpdg 


_ 2 x2m)!(2n—2m)! _ (2m)!(2n—2m)! 


22rtlmlnl (na—m)! 2miln!l(n—m)!. 


代入 原 式 , 并 注意 到 其 中 的 m、n 只 能 为 偶数 ,适当 改变 一 下 指标 的 编号 , 即 得 


oo 2n 2 
_ > p 9°"f (xz,y) , (2m)!(2n—2m) 
F(p) flz,y) 十 2 Ea (2m) 1(2n— 2m)! 3z2imDy2n 2 22"m lnli(n—m)!1 


bd 1 2n 并 1 amf(l ,y) 
-fe 2 i (Gg) 2 1 I 
ba 1 2n 1 92 了 2 n 

一 (zyy) 十 之 (全 ) (3 +5) fx,y). 


将 下 列 函 数 展开 成 麦克 劳 林 级 数 : 
【3593】〗 CCz,y) 一 (1 十 z)”(1 十 y) 


解 “F(z, 妨 =(I 十 zm(1 十 力 * 一 [1 十 mx + 了 zz 十 [1 十 za yt D e+...] 


二 1 十 (mz 十 ny) 十 3 mm Dz 2mnzyt n(n— 1)y ] 十 … (zx|<1, 1y|=1). 
[3594] flz,y)=ln(l 二 Tz 二 yy). 


《一 (一 了 一 k! 本 
解 zy) 一 lnL1 十 (z 十 ?7 一 > CD 十 y)* 二 [> mitk— mi™ ym" | 
co 二 
(一 1) 1(k—1)! go 
一 一 一 (1) 
p23 ml(k—m)! 
TD m+n Dn 
= 29) ny" (2) 


m—0 n=0 


当 m==0, ?一 0 时 ,分 子 出 现 ( 一 1)1, 规 定 该 项 为 零 .下面 讨论 一 下 收敛 区 间 . (1) 式 成 立 , 只 要 求 |z 十 y| 
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<1 即 可 .但 从 (1) 式 到 (2) 式 ,必须 要 求 (1) 式 绝对 收敛 ,这 样 才 能 将 各 项 重新 排列 . 不 难看 出 (1) 式 级 数 各 
项 取 绝 对 值 后 即 函 数 一 In[1 一 (xz| 十 |y|)j 的 展开 式 , 它 的 收敛 要 求 |x| 十 |y| 二 1. 这 就 是 f(x,y) 的 展开 
式 的 收敛 区 域 . 

R3595] /f(x,y)=e’siny. 

加 ba 2 bo i yt 加 2 ，、22 ji x" 2n+1 
解 太一 [2 贡 ][ 2 ) rn) D> D" mnty1 
(|zl< 十 ce，|y| 天 十 ce). 
[3596] f(zx,y)=e’cosy. . 
解 flz,y)= [2 < 3 = 2 2 CD" A 


n=0 
(lz|<=<+o, ly|<< 二 oo). 


【3597】〗 f(x,y)= sinrzshy. 


ey 1Fe 
解 sho 一 2 = 去 [ 


一 之 "| = 3 ti (ly|<+o0). 


be 2m+1 ,2n+1 


加 i rat! 2 yt! _ bond i zr y 
于 是 ， 太 2 一 [2 了 ero) > ri] 2 2 (一 D” ent i 
(|z| 达 二 +o%， iy| 过 十 co). 
[3598】 f(x,y)= coszchy. 


2 ” 
解 chy 一 -也 芒 (ly|<< 十 co). 


2m ,Zn 


于 是 ， 7 [2 ”|[ 2 区 1]- p> )” tT 


(|z| 达 二 0, |y| 达 十 oo0), 


[3599 f(x,y)=sin(z’+y). 


oo ， (Czy tl co 2ntl zy 2C2n+ 1 一 
解 f(z 2 CD nT "BlnTi 

2 2n 。， 2m 

-2 (sin Sx ) 所 ET (zz 十 yy 之 十 oo2). 


[36003 (zy 一 In(1 十 z)ln(C1 十 y). 


解 ”Fz,y) 一 [ov J][>2c D7" 


(zl<1,1y|<L). 
[3601】 写 出 函数 flz,p=| (1+ 2) dt 


的 麦克 劳 林 级 数 前 面 不 为 零 的 三 项 . 
2 
解 〈1+z)2> 一 enotom1 十 PslnG 十 z) 十 末 [eyln(1 十 zi1Tey(z 一 仿 ) 


一 1+ezy 一 与 zy 
于 是 ， 
1 2 £2 2 1 rx? 
fx,y) [ (1+: TY FT ?)d=1+ 王 y(z 一 瑟 小 


【3602】 按 二 项 式 z 一 1 和 y 十 1 的 正 整数 次 宪 将 函数 e 展开 成 医 级 数 . 
解 er+y 一 ec D+0o+D 一 er-ley+l 一 5 六 + (|z|<=+o%， |y| 到 十 co)， 


m=0 n=0 


【3603】 写 出 函数 f(x,y) 一 地 在 点 M(1,1) 的 邻 域 内 的 泰勒 级 数 展 开 式 . 
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十 产 ，y 王 1 十 &, 则 得 


=TFE + 2D) (一 Do 一 2) (一 D"[1 十 (z 一 D]( 一 D” (yl<+%, 0<y<2). 


n=0 n=0 


【3604】 设 z 为 由 方程 z* 一 2xz 十 y 二 0 定义 的 zx 和 > 的 隐 范 数 , 且 当 z=1 和 y 二 1 时 z=1. 
写 出 函数 z 按 二 项 式 x 一 1 和 y 一 1 的 升 瞻 排列 的 展开 式 中 的 若干 项 . 
解 ” 对 原 方程 微分 一 次 ,得 


3z?zdz 一 2zdz 一 2zdz 十 dy 一 0. (1) 
再 微分 一 次 ,得 
(3z: —2zx)d’z++6zdz: 一 4dzdz 一 0. (2) 
以 z 王 1，?y 一 1，z 一 1 代 和 人 (1),(2) 两 式 ,得 
dz 一 2dz 一 dy- 


由 zz 一 (4dz 一 6dz)dz 一 (4dz 一 12dz 十 6dy)(2dz 一 dy) 一 一 16dzz 十 20dzdy 一 6dy2 ， 


于 是 ,可 求 得 在 z=1, y=1 处 ， 


从 而 ,有 z 一 1 十 2(z 一 1 一 (> 一 切 一 [8(z 一 1 一 10(Cz 一 1)(Cy 一 1) 十 3(y 一 1)2] 十 … 


研究 下 列 曲线 的 奇 点 的 种 类 并 大 咯 地 画 出 这 些 曲线 : 
〖【360S】〗 光一 az2 十 zs . 
提示 点 (0,0) 为 奇 点 ,分 别 就 4 之 0,4a 二 0 及 a=0 三 种 情况 加 以 讨论 . 
F(zr,y)=ar’++x y=0, 
解 ” 解 方程 组 (eic mt 
F(x,y)=—2y=0 
得 z=0, y= 二 0, 故 点 (0,0) 为 奇 点 . 
其 次 ,由 于 
A=F’,(0,0)=2a, B—F’”(0,0)=0, C=F’”,(0,0)=—2, AC 一 有 一 一 4a， 


了 了 
a>0 a<0 
A x O| 4 x 


图 6. 35 


故 当 a>0 时 ,点 (0,0) 为 二 重点 ; 当 ae<0 时 ,点 (0,0) 为 孤立 点 ; 当 ae 一 0 时 , 原 方程 化 为 x 二 zx’ ,由 3574(2》 
的 讨论 知 , 点 (0,0) 为 尖 点 . 

如 图 6. 35 所 示 ,点 4, 为 (一 a,0) 

【3606] zx 二 Ty 一 3zxy=0. 

解 ” 解 方程 组 


下 (zy) 一 3z2z 一 3y 一 0， 


[ei 一 3xy 一 0， 
F(x,y)=3y—3z=0 
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得 zx 一 0，y 一 0, 故 点 (0,0) 为 奇 点 . 

又 因 A=F”.(0,0)= 二 0, B= 二 F”(0,0)== 一 3, C 一 F”,(0,0)==0, 且 AC 一 有 一 一 9<0, 故 点 (0,0) 为 二 
重点 . 图 像 参 看 370 题 (2). 

【3607】〗 xz’ 二 Ty =zx' 二 yy'. 

解 ” 解 方程 组 


F(x,y)=x :++y mr — y=0, 
{em ， 
F' (zx,y)=2y—4y’= 
得 z= 二 0, y 二 0, 故 点 (0,0) 为 奇 点 . 
又 因 A=F”(0,0)==2, B=F”,(0,0)= 二 0, C=F”,(0,0)==2， 
且 AC 一 BI 一 4 汪 0, 帮 点 (0,0) 为 孤立 点 .图像 参看 1542 题 . 
[3608】 x 二 y=z'. 
解 ” 解 方程 组 
F(xr,y)=x’ 二 Ty —zx’=0, 
F’'(zx,y)=2x—6x;=0, 
Fs (xz,y)=4y = 
得 z=0, y=0, 故 点 (0,0) 为 奇 点 . 图 6.36 
又 因 A 一 下 和 (0,0) 一 2，B 一 下 2 (0,0) 一 0，C 一 下 (0,0) 一 0, 且 AC 一 型 一 0, 故 点 (0,0) 为 上 升 点 或 孤 
立 点 .本 题 中 ,点 (0,0) 为 孤立 点 (图 6. 36). 事实 上 ,将 原 方程 改写 为 y= 二 x 一 zx* ,对 (0,0) 点 的 很 小 的 邻 域 
内 的 点 (x1 过 1, |y| 过 1), 左 端 y 之 0, 右 端 z 一 妇 二 x 《(x' 一 1) 志 0, 除 点 (0,0) 外 没有 适合 方程 的 点 , 故 点 
(0,0) 为 孤立 点 . 
[3609] (x 二 Ty):=a’ (rx:—y). 
解 ” 解 方程 组 


F(x,y)=(x+y) a (ri—y)=0, 
下 (zy 一 4z(z2 十 到 ) 一 2a2z 一 0， 
F (ry)=4y(r ty )+2a y=0 
得 z= 二 0, y 王 0, 故 点 (0,0) 为 奇 点 . 
又 因 A=F“(0,0)== 一 24’, B=F”(0,0)=0, C=F%(0,0) 二 24?, 且 AC 一 B = 一 44! < 之 0(a 关 0), 故 
点 (0,0) 为 二 重点 . 图 像 参 看 3378 题 ,讨论 参考 3367 题 , 只 需 将 该 题 中 的 1 换 成 a. 
【3610】〗 (> 一 z2): 一 75. 
解 解 方程 组 
[F(x,y)=(y— x) 一石 一 0， 
下 (zy) 一 一 4zr(y 一 2) 一 5z 一 0， 
F(x,y)—=2(y—zx*)=0 
得 < 一 0，y 一 0, 故 点 (0,0) 为 奇 点 . 
又 因 A=F“ (0,0)=0,B=F”“,(0,0) 一 0,C=F”,(0,0)=2, 自 AC 一 型 一 0， 
故 对 点 (0,0) 还 需要 再 讨论 一 下 . 由 原 方程 可 解 出 y 一 屏 士 xz ,右边 只 允许 之 0， 6.37 
当 0<z<1l 时 不 论 取 “十 号 ”还 是 “一 ”号 均 有 y>0, 上 且 均 有 lim 和 一 0, 故 点 (0,0) 


dr 
为 尖 点 . 如 图 6. 37 所 示 . 
[3611] (a 二 x)y:=(a—zx)x’. 
解 ” 解 方程 组 
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FE(zyy) 一 (a 十 z) 史 一 (Ca 一 zz 一 0， (1) 
[Ein mer (2) 
F(x,y)=2(a+zx)y=0. (3) 
由 (3) 得 x 二 一 a 或 y==0. 
将 y=0 代 入 (1)、(2) ,得 z=0. 
将 二 一 a 代入 (1) 式 ,得 (a 一 z)zx’ 一 0. 若 a 关 0, 则 得 出 蔬 盾 的 结果 .车 < 一 0, 则 也 得 到 z 一 0，y 一 0, 故 
点 (0,0) 为 奇 点 . 
又 因 A=F’.(0,0) 一 一 2a, B==F”(0,0)==0, C= 二 FF (0,0)==2a, 且 AC 一 B? 二 一 4a? , 故 当 a 关 0 时 ， 
点 (0,0) 为 二 重点 ; 当 a 二 0 时 ,方程 转化 为 zy 二 一 z* ,从 而 ,曲线 为 xz 二 0, 点 (0,0) 为 上 升 点 . 
如 图 6. 38 所 示 , 图 中 点 Al 为 (a,0). 


图 6. 38 
【3612】 研究 参 变量 a,6,c (a 委 6 委 c) 的 值 与 曲线 交 一 (z 一 a)(z 一 六 (z 一 C) 的 形状 之 关系 ， 


解 ” 解 方程 组 


Flx,y)=y—(r—a)(zr—0) (ze)=0, (1) 
se (Z 一 Q) (zz 一 臣 一 (Z 一 Ca)(Zz 一 c) 一 (Z 一 人 (zz 一 c) 一 0， (2) 
F(x,y)=2y=0. (3) 


由 (3) 得 y 一 0, 代 入 (1) , 联 立 (1),(2) 求 解 . 

当 a<b<c 时 ,(1),(2) 无 解 .因此 无 奇 点 ,此 时 曲线 如 图 6. 39(1) 所 示 ， 

当 a=6b<c 时 ,显然 (1),(2) 有 人 解 z=a, y= 二 0, 由 于 A=F%(a,0) 二 一 2(a 一 c) ,B=F”(a,0)==0,C= 
F(a,0) 一 2, 且 AC 一 B' 一 一 4(a 一 c) 之 0, 故 点 A1(a,0) 为 孤立 点 ,如 图 6.39(2) 所 示 ，; 

当 a<b=c 时 ,显然 (1),(2) 有 解 zx 一 5，?y 一 0. 由 于 A 一 下 和 (6,0) 一 一 2(c 一 a)，B 一 下 全 (0) 一 0，C 一 
下 (60) 一 2, 且 AC 一 B? 二 一 4(c 一 a)<<0, 故 点 As(5,0) 为 二 重点 ,如 图 6. 39(3) 所 示 ， 

当 a 二 5b 二 c 时 ,显然 有 解 x 二 a, y 二 0. 由 于 AC 一 B?: 二 0, 此 时 原 方程 为 二 (x 一 a)*, 且 由 3574 题 (2) 
的 结果 知 , 点 A1(a,0) 为 检点 ,如 图 6. 39(4) 所 示 . 


图 6. 39 


研究 超越 曲线 的 奇 点 : 
【3613】 y=1—e. 
解 ” 解 方程 组 
F(x,y)=y—1+e "=0, ” 
F'(zx,y)=—2xe* 一 0， 
下 (zy 人 一 2y 一 0 
得 * 一 0，y 一 0, 故 点 (0,0) 为 奇 点 . 
又 4A 一 下 人 (0,0) 一 一 2，B 一 下 (0,0) 一 0，C 一 下 人 (0,0) 一 2, 且 AC 一 了 一 一 4<0, 故 点 (0,0) 为 二 
重点 . 
[3614〗 y=1—e*. 
解 ” 解 方程 组 
Flz,y)=y—1+e* =0, 
F‘(zx,y)=—3zxe* =0, 
F(z,y)=2y=0 
得 zx 王 0，y 一 0, 故 点 (0,0) 为 奇 点 . 
又 A 二 F%“(0,0) 二 0, B= 一 FF“(0,0)= 二 0, C=F”(0,0) 一 2, 且 AC 一 Br 一 0, 故 对 点 (0,0) 还 需 再 讨论 一 
下 . 原 式 可 解 为 zx 一 一 VinCi 一 交 ) >0, 在 (0,0) 附 近 , 第 一 及 第 四 象限 各 有 原 曲线 的 一 支 ,因此 ,点 (0,0) 为 
尖 点 . 
【3615】 > 一 zlnz, 
解 FIz,y) 一 zljnz 一 y， 下 ^4(zyy) 一 1 十 Inz， F’ (x,y)=—1 关 0, 
故 无 奇 点 . 如 图 6. 40 所 示 . 


【3616】 ,一 -一 
> 1 十 可 


er 


提示 注意 点 (0,0) 为 角 点 . 
解 在 z=0 处 ,由 于 jimy 一 jimy 一 0, 故 Zz 二 0 为 “可 移 去 ”的 第 一 类 不 图 6. 40 
连续 点 ,补充 函数 在 该 点 的 值 为 零 后 , 即 得 知 函 数 


一 人， zzo， 
yy 一 -1 十 ez 


0， 一 0 
在 点 zx 一 0 连续 .由 于 下 (zyy) 一 1 天 0, 故 无 奇 点 . 当 z 天 0 时 ,由 于 
(1+ 工 )e 十 1 
7 


3 


(1 十 es) 
jim y= lim (十 z)e 十 1 lim er(z 十 2) _ im zz 十 2 一 0 
cy A (Cle): sec(T 二 ee) 2(I 十 ee) 
lim vy lim Q 一 ze 二 1_1 
7 i (le <) ’ 图 6.41 
故 点 (0,0) 为 角 点 . 如 图 6. 41 所 示 . 
二 _ 1 
【3617】 ?一 arctan (= ). 
解 X==kx (& 一 0, 士 1, 士 2,…) 点 为 不 连续 点 . 由 于 
lim y=( 一 1)* 子 ， lim y 一 (一 Di+I 工 ， 
zkn—b 2 zkr—0 2 


故 点 x 二 kr 为 函数 的 第 一 类 不 连续 点 . 
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【3618]】 光一 sin 三 . 


解 y= 二 土 / sin 三 , 它 在 ( 赤 ,了 ) (一 土 1, 士 2,…) 内 无 定义 . 
在 边界 点 x 一 站 及 zx 一 地 上 -7，》 一 0. 函数 图 像 有 上 下 两 支 . 


设 F(x,y) 二 六 一 sin 并, 则 在 边界 点 ,由 于 玉 关 0,， 下 一 0, 故 也 无 奇 点 . 


在 点 (0,0) 的 任何 邻 域内 ,有 无 穷 多 个 曲线 的 封闭 分 支 ,这 些 分 支 没有 一 个 过 (0,0) 点 , 它 不 属于 任何 一 
种 类 型 ,但 它 是 函数 的 第 二 类 不 连续 点 . 
【3619】 交 一 sinz? . 
解 解 方程 组 
开 FE(z yy) 一 光一 sinz2 一 0， 
[erp 
F’ (zx,y)=2y=0 
得 z= 二 0, y= 二 0, 故 点 (0,0) 为 奇 点 . 
又 因 A 一 F(0,0) 二 一 2, B= 二 F“,(0,0) 二 0, C= 二 F”,(0,0)==2, 且 AC 一 B: 一 一 4 过 0, 故 点 (0,0) 为 二 
重点 . 


【3620】〗 六 一 sins zx. 了 
解 显 见 ,函数 y 的 周期 为 2r, 在 (2&xr,(24 十 1)x) 内 函数 有 
义 ， 2k—1)x, 二 0, 士 1， 9 义 . 
DO 
解 方程 组 上-ameeers 
下 (zy 人 一 27y 一 0 图 6. 42 


得 z 一 0，y 一 0, 故 点 (0,0) 为 奇 点 ， 

在 点 (0,0) 的 左 侧 ( 指 充分 小 的 范围 ,下 同 , 不 再 说 明 ) 无 曲线 的 点 ,而 在 右 侧 的 第 一 .第 四 象限 分 别 有 曲 
线 的 两 枝 , 因 此 ,点 (0,0) 为 尖 点 ,如 图 6. 42 所 示 . 

由 周期 性 可 知 ,点 (&r;0)(&R 士 1, 士 2,…) 也 为 尖 点 .只 是 当头 是 偶数 时 , 右 侧 才 有 曲线 的 两 枝 ; 当 有 & 是 奇 
数 时 , 左 侧 才 有 曲线 的 两 枝 . 


8$7. 多 元 函数 的 极 值 


1” 极 值 的 定义 ” 若 函 数 fCP) 二 f(xi,… ,zs) 在 点 Po 的 邻 域内 有 定义 ,并 且 当 0<oCPo,P)<8 时 ， 
FCP)> COP) 或 F(P)<FCP), 则 说 ,函数 f(P) 在 点 P, 有 极 值 (相应 地 为 极 大 值 或 极 小 值 ).* 

2” 极 值 的 必要 条 件 可 微 函 数 fCP) 仅 在 临界 点 Po, 即 df(Po)= 二 0 的 点 Po 能 达到 极 值 . 所 以 ,函数 
fCP) 的 极 值 点 应 当 满足 方程 组 户 , (zzo) 一 0 (i 二 1 ,10). 

3” 极 值 的 充分 条 件 ”函数 f(P) 在 点 P。 有 : 


(1) 极 大 值 ,车 df(Po) 一 0, 且 当 》) | dz | 关 0 时 df(Po)<0， 
i=1 


(2) 极 小 值 , 若 df(Po) 二 0, 上 且 当 》) | dz | 关 0 时 df(Po)>0. 
i=1 


* 若 将 不 等 式 FLPo) > 7P)[ 或 ACPo) 二 AP)] 换 为 不 等 式 f(Po) 之 HP)[ 或 A(Po) 委 fAP)], 则 称 fCP) 在 点 Pe 有 
弱 极 大 值 ( 或 弱 极 小 值 ). 
《题解 》 作 者 注 
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研究 二 阶 微分 df(Po) 的 符号 ,可 用 化 相应 的 二 次 型 为 标准 形式 的 方法 . 

特别 是 ,对 于 两 个 自 变 量 xz 和 y 的 函数 f(x,y), 若 在 临界 点 (zo ,yo)Ldf《zo ,yo) 二 0 成 立 条 件 D==AC 
一 B? 关 0, 其 中 A 二 《zo ,yo),，B 一 fy (xo ,yo),，C 王 fw (zo，yo), 则 那里 有 : 

(1) 极 小 值 , 若 D>0, 4A>0 (C>0); (2) 极 大 值 ,车 D>0, A<0 (C<<0); (3) 极 值 不 存在 , 若 D<0. 

4” 条件 极 值 ” 在 关系 式 pg: (P) 二 0 (i 二 1,…,m; ma< oz) 存在 的 条 件 下 , 求 函 数 f(Po)== f(xi,xz，*…， 
Za) 的 极 值 的 问题 ,可 归结 为 求 拉 格 朗 日 函数 


L(P)=f(P)+ >， 3; 9.(P) 
i=1 


[其 中 (i 二 1,…,m) 为 常数 因子 ] 的 普通 极 值 的 问题 . 关于 条 件 极 值 的 存在 和 性 质 的 问题 ,在 最 简单 的 情况 
下 ,可 根据 对 函数 工 (P) 在 临界 点 Po 的 二 阶 微分 WL(P。) 的 符号 的 研究 来 解决 ,此 时 变量 dz ,dzx2 ，… ,dz 
满足 以 下 限制 条 件 : 

和 dz =—0 (1 


5” 绝 对 极 值 ”在 有 界 闭 区 域内 的 可 微 函 数 A(P) 在 此 区 域内 或 于 临界 点 ,或 于 区 域 的 边界 点 达到 自己 
的 最 大 值 和 最 小 值 . 


研究 下 列 多 元 函数 的 极 值 : 
{36213 > 一 z2 十 (>y 一 1)2. 
经 =2z=0， 
解 ” 解 方程 组 3 
也 一 2(? 一 1) 一 


得 临界 点 Pu(0,1). 显然 x(0,1) 王 0, 且 当 (z,y) 和 (0,1) 时 z>0, 故 印 数 = 在 点 P。 取 得 极 小 值 xCP.) 王 0( 实 
际 是 最 小 值 ). | 
[3622] z=zx:—(y—1)’. 


从 =2x 一 0， 
解 ” 解 方程 组 3 


得 临界 点 Pu(0,1). 由 于 A= 允 (0,1) 一 2，B 一 办 (0,1) 二 0, C= 二 (0,1) 一 一 2 县 AC 一 B= 二 一 4 之 0, 故 极 
值 不 存在 (或 用 该 点 附近 的 z 值 可 正 可 负 说 明 ). 
【3623】 z= (zx—y+1)’. 


解 ” 解 方程 组 3 
2 y+ -0 


得 临界 点 分 布 在 直线 x 一 y 十 1 一 0 上 . 对 于 此 直线 上 的 点 均 有 zx 二 0, 但 是 z 之 0 恒 成 立 . 因此 ,函数 = 在 直线 
ZX 一 y 十 1 一 0 上 的 各 点 取得 极 小 值 = 一 0， 
【3624〗 > 一 守 一 zy 十 开 一 2z 十 > 


9 
| 


9 

27 一 y-2=0， 
解 ” 解 方程 组 3 

+2yt+1=0 


得 临界 点 Po(1,0), 由 于 4 一 次 (1,0) 王 2，B 一 罗 (1;0) 一 一 1，C 一 罗 (010) 一 2 且 AC 一 B? 一 3>0, 故 函数 
z 在 点 P。 取 得 极 小 值 xCPo) 一 一 1. 
〖3625〗 z=x’y: (6 一 zZ 一 y)， 
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解 解 方程 组 
BE4 


9 

上 zy (12—3r—2y)=0, 
=zxy’ 一 一 一 = 
3y zy (18 一 3z 一 4y) 一 0 


得 临界 点 Po(2,3). 并 且 直 线 x 一 0 及 直线 y 一 0 上 的 点 都 是 临界 点 . 

不 难 断 定 在 点 Pu ,A= 一 162，B= 一 108，C= 一 144, AC 一 B? >>0, 故 函数 z 在 点 P。 取得 极 大 值 z(P。) 
一 108. 

在 直线 x 二 0 及 y 一 0 上 的 各 点 均 有 zx 一 0. 先 分 析 直 线 y 一 0 的 情况 . 在 直线 上 zx 关 0 及 z 天 6 处 ,x (6 一 x 
一 y) 关 0, 在 确定 点 的 足够 小 的 邻 域 内 也 不 变 号 ,但 是 yx 可 正 可 负 , 因 此 ,函数 x 变 号 , 即 在 上 述 情况 下 没有 
极 值 . 当 x=0 及 z+=6 类 似 地 可 判断 也 无 极 值 . 

其 次 ,分 析 直 线 x 二 0 的 情况 . 在 直线 上 y 一 0 及 y 一 6 的 点 的 情况 类 似 地 可 判断 无 极 值 ,但 当 0<<y<6 
时 ,y* (6 一 x 一 y) 之 0, 且 在 所 讨论 点 的 足够 小 的 邻 域内 保持 正 号 . 因此 ,在 足够 小 的 邻 域内 ,z 二 Ty 。 
(6 一 Xx 一 y) 之 0 也 成 立 , 但 邻 域内 任意 近 处 总 有 zx 二 0 的 点 ,于 是 ,对 于 x 二 0, 0 二 y<<6 的 点 函数 z 取得 弱 极 
小 值 z==0. 同 法 可 判定 ,对 于 直线 x 一 0 上 y<0 及 y>>6 的 各 点 处 ,函数 = 取得 弱 极 大 值 = 一 0. 

【3626】 = 一 z 十 曙 一 3zy。 


9z _ 22 。 _ 

7 3 337 一 0， 
解 解 方程 组 3 

之 

ay 3 一 3z 一 0 


得 临界 点 Pu(0,0) 及 Pi(1,1). 

不 难 断 定 , 在 点 Ps 有 A 二 0, B= 一 3, C 一 0 及 AC 一 B! 一 一 9<0, 故 无 极 值 ;而 在 点 P! 有 4 一 6， 
B= 二 一 3, C 二 6 及 AC 一 B’ 一 27>>0, 故 函数 在 该 点 取得 极 小 值 zx(P, ) 一 一 1. 

[3627] z=x'+y zx —2ry—y. 


解 ” 解 方程 组 3 


2z Ar 9r 2y= 
| 4 六 一 27z 一 2y 一 0， 

-人 一 3_ 一 

有 一 4 27z 一 2y 一 0 


得 临界 点 Pu (0,0) ,Pi(1,1) 及 Ps( 一 1, 一 1). 

在 点 Pu 附近 , 当 xz= 二 y 且 足够 小 时 ,有 zx 一 2z 一 4z2<<0; 但 当 >= 一 y 时 ,zx 一 2z 二 0, 因 此 ,在 点 Po 无 
极 值 . 

不 难 断 定 ,在 点 Pi 及 P; 均 有 A=10, B 王 一 2, C 一 10 及 AC 一 B? 一 96>>0, 故 函数 z 在 点 Pi 及 Ps 取 
得 极 小 值 z= 一 2. 


[3628] 一 zy 十 下 十 罗 (x>0, y>0). 


9z—_ 30_0 
dr >Y zx 
解 ” 解 方程 组 
9z_ 20 
ay y 
得 临界 点 P。(5,2). 不 难 断 定 ,在 该 点 有 A= 言 ， B 二 1, C 一 5 及 AC 一 B: 二 3 之 0, 故 函数 z 在 该 点 取得 极 小 
值 zx(P. ) 一 30. 


0 


2 


2 
【3629〗 z=xy 1 一 过 一 次 (a>0, 56>0). 


解 考虑 函数 4 一 2 一 zx? (1 一 珀 一 其 ), 珀 十 芬 <1. 显 然 < 的 极 值 均 为 的 极 什 ; 且 在 点 (x2) 


取得 的 极 值 不 为 零 时 ,z 也 在 点 (x,y) 取 得 极 值 ;u 在 点 (x,y) 取 得 的 极 值 为 零 时 ,情况 复杂 一 些 ,但 对 z 也 
不 难 讨论 . 
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9 2 2 
六 2zxy (1 一 至 一 的 ) 一 志 m 交 一 0， 
解 方程 组 ， 四 
2 2zy(1 一 站 ) ry =0 
得 临界 点 Ps(0,0)，P P,(—2,—2),， Pp,(2,- P(—2,2). 
Sk '( 育 : 太 )，P( 让"- 廊 )， 中 ( 序 - 育 ) 有 (让 痛 ) 
由 于 z 在 点 P。 附近 变 号 ,所 以 ,z(P。) 不 是 极 值 . 
a2u 2 6z: 祖 322 x 6y: gu 2z2 _2y 
ax? 2y @ a? 站 )， ay 27’ (1 a bp )， 9x9 4zy(1 a’ EE) 
在 Pi ,P: ,Pi,P, 各 点 ,得 A 一 一 本 如 ， B 一 十 全 ab， C= 一 二 ef， AC 一 Br 一 (名 一 新)a>0， 
故 函 数 w 取得 极 大 值 .于 是 ,相应 地 函数 z 在 点 Pi 及 P。 取得 极 大 值 z(Pi) 一 xz(P;) 一 5 的 :而 在 点 P; 及 
P, 取得 极 小 值 z(P,) 一 z(P1) 二 一 -把 -. 
3V3 
十 bz 十 c 
【3630】 >z 一 一 (the 0). 
”VER “ 


解 ” 令 一 rcosp，y 一 rsinp, 则 


. _arcosg+ brsingt+ ec 
z(x,y)—=z(rcosp,rsing) 一 。 


Vri+l 
zx 一 2cosg 十 bsing 一 cr 
ar (1) 
(1 十 于 ?3 
解 方程 组 
一 二 arsing 十 brcosp 一 
(2) 


了 3 Ctr) 
先 设 a,5 不 同时 为 零 . 由 (2) 考 虑 到 = 一 0 不 是 解 (r 一 0，9? 为 任意 值 不 满足 (1) 式 ) , 故 有 asinp 一 pcosp. 于 是 ， 
ta » sinp 一 十 。 
4 十 殉 Vai+b 
见 当 c 一 0 时 无 解 [ 因 由 (1) 有 acosg 十 bsing 一 0, 再 由 (3) 得 a 一 6 二 0. 与 a,6 不 同时 为 零 之 假定 矛盾 ]. 当 

c 关 0 时 ， 


(3) 


COS9Y 一 


_ acosep 十 bsine _ + Va’tb 
< 。 


C 


为 保证 ~>0, 在 cosy 及 sing 前 取 与 < 一 致 的 符号 .此 时 ,有 


_a _56b 
I 2 一 一 。 
由 于 这 时 
2 
2 =— cl+37) 二 一 一 此 ， 2% 一 0 及 zp 一 (zp) >0. 


ti ”tr 
帮 当 c>0 时 区 天 0, 函 数 = 在 点 (全 ,和 ) 取 得 极 大 值 z 一 VT 二天 十; 当 c<0 时 长 >>0, 函 数 = 在 点 
(人 ,二 ) 取 得 极 小 值 z 一 一 V 严 干 灰 干 于， 
下 设 o 一 5 一 0. 由 假定 oz 十 中 十 中 关 0 知 < 天 0. 此 时 解 方程 组 (1),(2) 得 > 一 0,p 任意 ; 即 zx 一 0，? 一 0. 由 
于 这 时 = 一 -7 ' 故 显然 知 ， 当 c>0 时 ,z 在 点 (0,0) 取 极 大 值 z 二 c; 当 c<0 时 ,z 在 点 (0,0) 取 极 小 
值 z=c. 
综合 上 述 结果 ,得 结论 :车 >0, 则 在 点 ( 丘 , 定 ) 取 极 大 值 zgx 一 V2 二 天生; 车 c<0, 则 = 在 点 
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(二 ,二 ) 取 极 小 值 zn 一 一 VT 二 基干 27; 著 c 一 0( 由 假定 ,这 时 a? 十 九天 0) , 则 = 无 极 什 


C 


注 此 题 也 可 不 作 变 量 代 换 并 一 rcosp，y 一 rsinp ( 极 坐 标 )， 而 直接 在 直角 坐标 zx,y 下 进行 讨论 , 即 解 


zdZ ss dz _ ~ wy, ER C3 92z ， 上、 > _ 
方程 组 3 一 0， ay 一 0 并 计算 5zz ,35237752 之 值 . 但 此 法 计算 较 繁 ,没有 用 极 坐 标 简单 


[3631] >z 一 1 一 Vz+y. 
提示 注意 点 (0,0) 为 偏 导 孝 无 意义 的 点 ,但 当 (z,y) 天 (0,0) 时 , 恒 有 z<<1， 
解 dz I ， gz y . 
9Z WVZ2 十 六 32 MAZ 十 入 
点 (0,0) 为 偏 导 数 无 意义 的 点 . 当 (z,y) 关 (0,0) 时 ,z<1, 故 <(0,0) 一 1 为 极 大 值 . 
[3632】 z=e:*'»Y(8zr—6ryt+3y). 


E20 Y 87 —6ryt3y +8r—3y) =0, 
解 ” 解 方程 组 3 
e876ryt3y 27+2y)—0 
所 1 1 
得 临界 点 Pu(0,0) 及 已 (一 于 ,一 王 ). 
azz 2z 十 3y 2 2 Oz 2z 十 3y 2 2 2 
5 二 一 4e (8z 刀 一 6zy 十 3 光 十 16z 一 6y 十 4)， 5 有 一 9e (87: —6xy+3y 一 4z 十 4 十 本)， 
D2 xz 一 


e876ryt3y +6r—y—1). 
在 点 Po。,A 二 16, B 二 一 6, C= 二 6 及 AC 一 B= 二 60>0, 故 函数 = 取得 极 小 值 x(Po) 一 0; 在 点 Pl, A==14e， 
B= 一 9e*，C 一 闻 e ?及 AC 一 B 一 一 60e-'<0, 故 无 极 值 . 

【3633】〗 z=e"-*(5—2z+y). 


E20 57—2x+xy—1)=0, 
解 ” 解 方程 组 
Soe-y(27— y—4)=0 


得 临界 点 Po (1, 一 2). 


=2e" (10x:—4z’ 十 2x? y 一 6z 十 y 十 5)， 
了 er —y 9z_ 2 一》 2— 一 
了 (3 一 2z 十 ?)， 5557 2e (2z2: 一 Zy 一 4 十 1). 


在 点 P,，A 一 一 2ea ，B 一 2e ，C 一 一 e 及 AC 一 B 一 一 2 一 0, 故 无 极 值 . 
[3634] z=(5z+7y—25)e ter 


解 ” 解 方程 组 
=5e to (Sr+7y—25) (2r+ ye +e) 一 0， (1) 
= er 六 一 (5z 二 73 一 25)(z 二 270)e te 0. (2) 


(1)X7 一 (2)X5, 消 去 因子 e+%+w) ,得 
3(5z 十 7y 一 25)(3z 一 y) 一 0. 
以 5z 十 7y 一 25 二 0 代入 (1),(2) ,显然 矛盾 , 故 必 有 5z 十 73? 一 25 和 关 0, 从 而 > 一 3z. 代 和 人 (1)，, 得 
26z2: 一 25zx 一 1 一 0， 


解 得 临界 点 Pu(1,3) 及 已 (一 元 ， 一 部 ). 在 点 P， 


一 (er 只 +szt9[5 一 (5z 一 4)(2z 十 3)] 六 


x=1 


A=z, (Po)=[z (rx,3)] 
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=[e ttm | [5 一 (5z 一 人)(2z 十 3)]| 十 [et9]| [5 一 (5z 一 全 (2z 十 3)] | _, 
二 一 27e™ 13, 
同 法 可 求 得 
B=2, (Po) 一 一 36e 3 ，C 一 (Po) 一 一 5le 1 . 
于 是 ,AC 一 环 一 8le -50, 故 函数 xz 在 点 P。 取得 极 大 值 
z(Po) 一 e S22,26X10 . 
同 法 可 得 函数 z 在 点 已 : 取得 极 小 值 


z(P1) 一 一 26e 去 ~ 一 25. 50. 
【3635 z=x: 二 zy y—4lnr—1l0lny. 


至 =2z 二 ?一 全 一 0， 

解 解 方程 组 (xz>0, y>0) 
r+2y— 0 
9y z > 


得 临界 点 Po《1,2). 在 点 Po,A=6, B==1， C= 人 也， AC 一 B? 二 26 之 0, 故 淆 数 z 在 点 P。 取得 极 小 值 
z(Pu。) 一 7 一 10ln2<<0. 0685, 


【3636】〗 :一 sinz 十 cosy 十 cos(z 一 ?) (0 委 z 委 区 0 委 y> 委 区 ). 


2 10<>y<2 
dz _ in ) 
3x cosT— sin(x— y)=0， (1) 
解 ” 解 方程 组 3 
sinyt sin(z—y)=0. (2) 


(1) 十 (2) ,cosx 二 siny. 由 于 zy 均 为 锐角 , 故 有 y 一 六 一 z, 代 人 (1) ,得 


cosz 一 sin (2z 一 到 ) 一 cosZr 十 cos2z 一 2cos 到 cos 学 -0. 
但 是 cos 到 天 0, 故 cos 学 一 0. 从 而 得 临界 点 Po( 亚 ,到 ). 由 于 
2 2 2 
5 一 sinz 一 cos(Z 一 y)， 逐 - cosy 一 cos(z 一 y)， Feos(r—»), 
故 在 点 Ps, 有 A 二 一 V3， B= 写 ， C=—Y3, AC—B— >0. 
于 是 ,函数 = 在 点 P。 取得 极 大 值 z(P。) 一 V3. 
【3637】〗 > 一 sinzsinysin(z 十 y) (0 委 xz 委 ri 0RYySENA). 
反 ==sinysin(2z 十 y) 一 0， (1) 
解 ” 解 方程 组 3 
sinzsin(z+2y) =—0. (2) 
由 (1) 及 (2) 可 得 下 列 四 个 方程 组 : 
sinz 一 0， sinz 一 0， 人 人 
siny 一 0. sin(2z 十 y) 一 0. sin(Z 十 2y) 一 0. sinCz 十 2y) 一 0. 
考虑 到 0 委 z 委 ri; 0 委 ? 和 狐 x, 于 是 得 原 方程 组 (1) 与 (2) 的 六 个 解 
2x 2 
Pi(0,0),， PO) P(r0)， Prm，Pi( 到 ,到 )，Pe( 们 , 棕 ) 


由 于 所 考虑 的 区 域 是 闭 正 方形 0 委 z 委 ri; 0 委 ?> 委 r, 故 点 P ，P2 :P; ,Ps 都 是 此 区 域 的 边界 点 . 因此 ,Pi ，P: 9 
Ps: ,P, 不 是 函数 = 达 极 值 的 点 (根据 极 值 的 定义 ,首先 要 求 函 数 在 所 考虑 的 点 的 某 邻 域 中 有 定义 ). 由 于 


148 


允 - 一 2sinycos(2z 十 y)， 允 , 一 sin2(z 十 y)， 2 =2sinrcos(z+ 2y). 


在 点 Ps; 有 


AC—B:=(—V3)(—V3) (- 瓜 ) >。 
且 A= 一 V3 一 0, 故 函数 z 在 点 Ps 取得 极 大 值 z(P,) 一 2 ,在 点 Ps 有 AC 一 B: 一 (3)(Y3) 一 (£) >。 


且 A=V3>0, 故 函数 z 在 点 P。 取得 极 小 值 z(Ps) 一 一 33. 


8 
【3638〗 >z 一 z 一 2y 十 ln Vr 二 y+3arctan 过 . 
dz 工 3y 
二 1 十 0 
9 工 r+y zy ” 
解 ” 解 方程 组 3 3 
2 > 之 一 
9y 2 sty Ed sh 0 
得 临界 点 Po (1,1). 
dz_ x +6ryty Dz_ ri 6ry—y Oz _—3x—2rxy+3y 
dz2 (zz 十 72)2 (zz 十 轨 )2 " azdy (z+y) 
在 点 P。 有 AA 一 六 ,B 一 一 方 , C 一 一 子 及 AC 一 B? 一 一 上 <0, 故 无 极 值 . 
【3639〗 > 一 zyln(z2z 十 吧 )， 
2 
至 一 yln( 刀 十 %) 十 -2 上 一 0， (1) 
工 工 十 y 
解 ” 解 方程 组 3 2 
之 工 
了 + (2) 
将 (1) 式 乘 以 z 减 去 (2) 式 秉 以 y, 得 (+) =0. 


于 是 ,x 二 0, y 二 0, X= 二 y,，X 王 一 y 为 四 组 解 , 对 应 地 得 临界 点 
Pi(0,1), P, (0,—1),， P; (1.,0), P4 (一 1,0)， 


1 1 1 1 1 1 1 1 
Pi( 寺 ' 款 ) (一 款 僵 款 ) (设计 及 P, (一 遍 ' 志 ) 
代入 原 式 ,不 难看 出 ,函数 z 在 点 Pi、P、P， 及 Ps 均 无 极 值 ( 邻 域内 天 数值 可 正 可 负 ). 由 于 
Gz_ 2xy(x’ 3y) gz_ 2ry(3zx’ 十 y) 32x 2(z 十 兴 ) 
DZ (zy)? " ay’ (zit+y): ” azay (z+y 
在 点 Ps 及 Ps ,A 一 2,B8 一 0,C 二 2 及 AC 一 B’ 一 4 汪 0, 故 函数 z 在 点 P; 及 P。 取得 极 小 值 


z( Ps) =z( Ps) 元 ~ 0. 184. 
e 


在 点 P 及 Ps ,A 二 一 2,B 一 0,C 二 一 2 及 AC 一 末 一 4>>0, 故 函数 = 在 点 Ps 及 Ps 取 极 大 值 


二 ln(x 十 yy) 十 


z(Pi)=z(Ps)= 2 0.184. 
2e 


【3640】〗 > 一 z 十 y 十 4sinzsiny. 
9z 


隐 一 1 十 4coszsiny 一 0， (1) 
解 ” 解 方程 组 3 
1+4sinreosy=0. (2) 


(2) 一 (1) 得 sin(zx 一 y)= 二 0, 故 zx 一 y= 二 nr; 
(2) 十 (1) 得 sin(x 十 y) 一 一 广 , 故 z+y=mx 一 (一 1)" 至 


于 是 ,得 临界 点 Po (xo ;yo) ;其 中 


冯 一 (一 D" 入 十 (mm 十 办 本， 
《7 一 0, 士 1, 士 2 …) 
加 一 (一 Dr 入 十 (mm 一 个 枉 . 


在 点 Pu, 有 
AC—B’ 一 (一 4sinzosinye)( 一 4sinzosinyo ) — (4cosxo cosyo )? 
一 16(sinzo sinyo 一 coszocosyo ) (sinxo sinyo 十 coszocosyo) 一 一 16cos(zo 十 y)cos(zo 一 加 ) 
二 一 1l6cos[mx 一 (一 1)” 6 lcosnx——16( 1)”"+"cos 语 : 


当 m 及 n 有 相同 的 奇偶 性 时 ,m 十 为 偶数 ,AC 一 B?<<0 故 无 极 值 ; 当 m 及 n 有 不 同 的 奇偶 性 时 ,m 十 n 为 厅 
数 ,AC 一 她 >>0, 故 有 极 值 ,看 A 的 符号 决定 取得 极 大 值 还 是 极 小 值 . 由 于 


和 一 一 4sinzosinyo 一 2Lcos(zo 十 yo) 一 cos(zo »y)]=2{( D"cos 下 一 (一 1)"}， 
故 当 m 为 奇数 及 n 为 偶数 时 ,A 二 0, 取 得 极 大 值 ; 当 m 为 偶数 及 n 为 奇数 时 ,4A>0, 取 得 极 小 值 . 极 值 为 
z(zp yo) 一 mr 二 (至 十 V3) (一 Do 十 2 一 1D)" 


[3641〗 z= (z+y )e ®t). 


至 = xzre-ce+ (1 一 好 一 只 ) 一 0， 
解 ” 解 方程 组 3 

oz (zty) 2 2 一 

3y ye > 《1 一 天 一 多 ) 一 0 


得 临界 点 Po(0,0) 及 P(zo,y), 其 中 双 十 光一 1. 
在 点 P 有 zx 一 0, 而 当 (z,y) 天 (0,0) 时 >0, 故 函数 z 在 点 Po。 取得 极 小 值 > 一 0. 
由 1437 题 知 ,在 满足 妈 十 光一 1 的 点 (zo,yo) 的 邻 域内 ,不 论 是 性 十 光 >>1 还 是 衬 十 光 <1, 均 有 
zz1y) = ye st el. 
但 是 点 (xo ,yo) 的 邻 域内 总 有 ZX: 十 y 二 1 的 点 (z,y), 因 此 ,函数 > 在 点 (zo,yo) 取 得 弱 极 大 值 z 二 e 1. 
【3642〗 w=zx’: 二 Ty 二 zx 十 2z 十 4y 一 6z. 
解 ”du 一 2(x 十 1)dzx 十 2(y 十 2)dy 十 2(z 一 3)dz. 


9u 


令 涕 一 2(z 二 1D) 一 0， 2 一 2(y 十 2 一 0， =2(z—3)=0, 


ay 9x 
得 临界 点 Po( 一 1, 一 2,3). 在 该 点 由 于 
diu=2(dzx: 二 dy 十 dz?) 汪 >0 ( 当 dz 十 dy 十 dz? 关 0 时 )， 
故 函 数 zx 在 点 P。 取得 极 小 值 w(Po) 二 一 14. 
[3643】〗】 =x 二 Ty 十 z’: 十 12xy 十 2z. 
解 du 二 (3x? 十 12y)dz 十 (2y 十 12zx)dy 十 (2z 十 2) dz. 


Gu a 一 
=3z:+12y=0, 


得 临界 点 Po(0,0, 一 1) 及 Pi(24, 一 1]44, 一 1). 
du=6zxdz’ 二 2dy: 十 2dz’ 十 24dzdy. 


令 


au _ 9u_ 3 
殉 一 27 十 127 一 0， 区 2z 十 2 一 0， 


在 点 Po, 有 
dzx 一 2d 罗 十 2dz? 十 24dzdy 一 2dz2? 十 2dy(dy 十 12dz)， 
当 dz 一 0,，dy>>0 及 dy 十 12dz<0 时 ,于 kx<03; 而 当 dz.dy 及 dz 均 大 于 零 时 ,du>>0. 因此 ,dw 的 符号 不 定 ， 
故 无 极 值 ， 
在 点 Pi, 有 
du=144dz’? 十 2dy’ 十 2dz? 十 24dxdy 二 (12dzx 十 dy)* 十 dy 十 2dz: >0 〈dzz 十 dy 十 dz 天 0)， 
故 函 数 4 在 点 Pi 取得 极 小 值 x(P) 王 一 6913. 
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y Iz ,2 
【3644】 u=X+ t+ (xz>0, y>0, z>0). 
Tx 了 之 


yy 2 2z 2 Adu au 
一 1 一 疡 z 2 < < 令 水 一 兴 一 江 一 
解 dx=( )dz+ (六 至)dy+( 字 一 到 )dz 令 居 一 于 0 ,得 方程 组 

2 

1 一 六 =0， 
2 

了 三 一 

2z YY 0， 

2 2. 

y 之 


解 之 得 临界 点 Po (去 


11). 
diu =—2rdr 一 总 dzdy 十 (去 + 路 )dy 一 算 dydz 十 (+ 让 )az 
在 点 Po。, 有 
du=4dzr—4drdy 二 3dy’: 一 4dydz 十 6dz2 一 (2dz 一 dy)2 十 dy 十 (dy 一 2dz): 十 2dz2: 盖 0 
(dx? 十 dy 十 dz? 关 0)， 

故 函 数 在 点 Po 取得 极 小 值 x(P。) 一 4. 

[3645】 “一 zy xz (az—2y—3z) (a>0). 

解 du 二 yx (a—27x—2y—3z)dz+2xryz’ (a— zx—3y—3z)dy+3ry zx: (a—Zz—2y— 4z)dz. 


A qu 
令 天 一 天 一 兴 一 0， ,得 方程 组 


2z3(a 一 2x 一 27 一 3z) 一 0， 
2zyzxs(a 一 工 一 3 一 3z) 一 0， 
3zy zz (a 一 工 一 27 一 4x) 一 0， 
解 之 得 临界 点 Pu( 了 ,了 ,人 )3 直 线 zx 一 0，23 十 3z 一 ai 平面 ?一 0; 平 面 x 一 0. 


同 3625 题 的 方法 ,不 难 确定 :直线 z 一 0，2? 十 3z 一 a 及 平面 z 二 0 上 的 点 不 取得 极 值 . > 一 0 时 , 当 
Xz (a 一 x 一 3z) >0 取得 弱 极 小 值 4 一 0; 当 zz (a 一 z 一 3z)<<0 取得 弱 极 大 值 一 0; 当 zzs (Ca 一 Z 一 3z) 一 0 
不 取得 极 值 . 

在 点 Po ,有 


dw 一 一 路 (dz 十 3dy? 十 6dz? 十 2dxdy 十 6dydz 十 3dzxdz) 
= 一 徊 [(dz+2dy+3dz)? 十 dx? 十 2dy? 十 3dz?]<0 (dx? +dy’ 二 +dz!0)， 
帮 函 数 w 在 点 P。 取得 极 大 值 uP。) 一 所 
[3646] RE 


a? 
2 


解 du= (从 )dz+( 噬 -到 )dy 二 (到 一 所 与 )dz 信 令 光一 兴 一 革 一 0， 得 方程 组 


15 
解 之 得 临界 点 (二 1 sab, Ls 6557 ,地 lap 让 
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2 2 2 
du drt de 一 笃 dzdy 十 二 dy + 等 dy 一 全 dydz 十 子 de 十 灌 -dz 


一 到 dm 十 二 (dz zdy) +2 (dy ar) 十 到 dz 


在 点 Pu ，z>0,y>0,z>0, dx>0(dzz 十 dy%2 十 dz 天 0)， 故 本 玫 & 在 点 P。 取 得 极 小 值 


u( Po) = tse, 全 


〖3647】〗 :一 sinz 十 siny 十 sinz 一 sin(z 十 y 十 z)》 (0 和 zxz 委 ri 0 委 ? 委 ri 0 委 > 委 rm). 
解 du==[cosx 一 cos(z 十 y 十 z) dx 十 [cosy 一 cos(Zz 十 y 十 z) dy 十 [cosz 一 cos(z 十 y 十 z) ]dz. 


cosZz 一 cos(Zz 十 y 十 z) 一 0， 
lo- cos(Z 十 y 十 z) 一 0， 


cosz 一 cos(Z 十 ?十 z) 一 0. 
注意 到 0<<z<x;0y<n;0<<z<n, 解 之 得 临界 点 Pu(0,0,0)，Pi (也 ,和 于, 于) 及 Pa(rxym). 


在 点 P; ,有 


du sinzdzx? — sinydy’ 一 sinzdz? 十 sin(x 十 y 十 z)[d(z 十 y 十 z) 了 
一 一 dz 一 4 如 一 dz 一 (dz 十 dy 十 dz)2 <0， 
故 函 数 在 点 Pi 取得 极 大 值 x(P,) 一 4. 
由 于 Po 与 P: 是 所 考虑 区 域 0 委 z 委 说 0 委 yy 魏 x0 委 = 魏 x 的 边界 点 , 故 函 数 在 点 Po 与 Pi 不 达 极 值 ( 根 
据 极 值 定 义 ,首先 要 求 函 数 在 所 考虑 的 点 的 某 邻 域 中 有 定义 ). 但 如 果 放 宽 要 求 , 对 于 边界 点 , 仅 将 其 函数 值 
与 属于 所 考虑 的 区 域 而 与 此 边界 点 很 接近 的 点 的 函数 值 相 比较 , 则 在 边界 点 也 可 引 人 达 极 值 和 达 弱 极 值 的 
概念 . 今 对 于 点 Pu 及 P: 的 邻 域 中 且 属 于 上 述 区 域 的 点 (z,y*z), 显 然 有 sinz 之 0，siny 之 0，sinz 之 0. 又 


sin (Z 十 ?十 z) 一 Sinzcosycosz 一 sinzsinysinz 十 coszsinycosz 十 coszcosysinz 


< 和 sinz 十 siny 十 sinz 一 Sinzsinysinz， 
故 x 之 0. 而 当 z=y 一 0 时 或 x 二 y= 二 x 时 都 恒 有 ==0. 因此 ,函数 在 点 Po。 及 Ps 都 达到 弱 极 小 值 x( Po ) 一 
&(P:) 一 0( 按 上 述 边界 点 达 极 值 的 意义 ). 
【3648】〗 zx 一 二 好 (1 一 并 一 2zs 一 … 一 Mo) (>0,r>0, ,Tr >0). 
解 ” 先 考虑 满足 1 一 zi 一 2x1 一 … 一 nx, 二 0, Xi 之 0,zz 记 0 ,Xi 这 0 的 点 (zi,X2 ,Xn). 显然 函数 式 
在 这 种 点 不 达到 极 值 ( 因 为 ,例如 ,车 保持 x ,zx ，… ,x 不 变 , 而 将 zi 增 大 任意 小 的 值 , 就 有 x<0, 但 将 zx) 


减 小 任意 小 的 值 , 则 有 u>0) , 故 下 面 只 需 考 察 满足 1 一 S) kri0,T>0, ,xT >0 的 点 (zi 9T2 9 ,Tn ). 
=1 


我 们 有 
du =u DY 和 dr 一 一 兰 一 六 sm- (和 -一 乞 一 ) 吉 | » 
r=1 Tt = AT \Xt 
1 一 De 1 一 Dkr 
二 一 】 
考虑 到 zj>0 及 1 一 》) &zt 天 0, 故 有 u 关 0. 解 方程 组 
二 一 工 
二 上 一 0 (k=1,2,.…,n) 
” 1- De 
是 一 了 
得 临界 点 Pu (zi yz ，…ze) ,其 中 1 Xo 
k n 让 a 
| (- 误 ) 眠 + ) (a) | ， 
1 一 p72 =1] 1 一 2 hdn =1 =] 


下 一 】 


在 点 Po ,有 


2 四 
du= 一 莒 [Bet (Bian) | = 一 zo | Bessit (Baa ) | < ( 2) dz:#0), 
k=1 = = t=1 


tnt2 
有 


, 2 
故 函数 “在 点 P。 取 得 极 大 值 «(p= (is 


【3649】 4 二 十 棕 二 二 十 + 十 之 (zi>0, i=1,2,.,n). 


Tz 这 Xn 
解 题 思路 令 yl1 一 yz 一 2 9 "oY . A i 


Ti Te-1l Tn-l1 


则 Zz 二 yya"** yns 且 d= yi 二 ys 二 十 二 十 二 二 :并 记 A 二 yyyo… ys. 用 微分 法 可 得 临界 点 为 


Po (21,27 ，… 2), 上 且 在 Po 点 处 ,函数 u 取得 极 小 值 (n 十 1)2 害 1. 


解 设 如 = 一 玫 , yy 0 k 一 1,2,…,n), 且 
Tl TE-! Tn—! 
2 
ww 二 yi 十 yz 十 ys 十 … 十 ys 十 . 
yi Ty Ty > yy yay 


记 A 二 yy2…yn; 则 可 得 


邻 2 二 0 得 方程 组 1 一 -全 =0 (k=1,2,. ,n). 解 之 得 临界 点 卫 。 (Cy 9 2 ，,… ,yr) ,其 中 
9yt Ay 


在 点 P。, 有 
dul 一 也 > 3 享 dj 十 碎 51 la 
A yk yh VE 


= 一 1 二 1 
了 = P0 k 二 


故 函 数 :在 P。 点 取得 极 小 值 ,也 即 在 


-Dt (Ze») |> (Yay #0), 
k=1 


Ti = Ynrntl = 270 
处 ,函数 & 取得 极 小 值 zx 一 (z 十 1)2 二 i. 
【3650】 惠 更 斯 问题 .在 c 和 2 二 正 数 间 揪 和 人? 个 数 zl ,zz ，… ,zx ,使 分 数 


TX1T2 "Tn 


(a 二 zi ) (xi 二 xe) (x 十 b) 


2 一 
的 值 最 大 . 
1 b > b 
解 题 思路 邻 W 一 训 肌 加 二 如 ;各 二 于 一 证， 并 记 A 一 yy yey 及 了 一 4 十 页 ， 则 


a 


w=m(l 二 yy) (二 Ty) … (1 二 yy ). 
从 而 ,问题 转化 为 来 函数 包 的 极 小 值 . 用 微分 法 可 知 数 a,zi ,Ts，…，zosb 构成 有 公 比 (之 ) 市 的 等 比 数 列 


一 人 nm 十 1)》 


时 ,函数 zx 取得 最 大 值 (az 十 5 ) 


解 记 w= 去 =(a+) (1 二 于) (+ 至 )…(1+ 志 ) 


a 


、 I ea b 、 
设 加 = 二 学 ,yp 一 学, 一 一 ,并 记 A 二 yyyo… ys, 则 有 
Xl Xs? Tn 


= b _ 
yi1ya…3n A ， 


、 b < vw wh en dy, yk b dy 
一 一 , 见 一 一 
又 记 甩 一 “十 去, 则 有 dw 2 TF mA 2 冰 w 2 (六 盐 ) 守 


w= (e+ ) ty ty ty,). 


人 9 由 0 和 组 _ 中 一 a 外 a 
?ay, 0 得 方程 组 1 十 下 nA (一 1,2, ,n). 解 之 得 临界 点 Po Cy; yo，… ,yy,) ,其 中 


321 一 3 二 二 一 (二 ) 一 yo. 


“oo d(T 车- 去) 学 


Pp~—Po 
iw | 1 ( 1 )| 
P=Po £1 Yo 1 十 久 A 


一 (Po ) 2 (Po) <a4 
yo (1 yo)? 2 +t 2 (加 关 ») | 


k=1 wltEA)., k=1 k=1 


_ ww(Po) n ， 
yo (1 二 yo | |>。 (2 di#0), 
故 函 数 ww 在 点 Po 取得 极 小 值 . 从 而 ,函数 在 


一 一 ， 2 
Z2 一 XIy1I 一 QyXo， 


一 一 3 
T3 一 Z232 一 QY0， 


b bo - 一 
TY ay yo ay 


即 数 ezi ,zz ，… ,za,b, 构 成 有 公 比 yo 一 (也)” 的 等 比 数列 时 ,其 值 最 大 ,并 且 的 最 大 值 为 


1 
ad 二 ww) 
求 变 置 zx 和 y 的 隐 函 数 z 的 极 值 : 


[L3651】 zz: 十 光 十 办 一 2z 十 27y 一 4< 一 10 一 0. 
提示 ”一般 地 ,对 于 隐 函 数 z 一 z(x,y) 求 极 值 用 微分 法 较 好 ,如 本 题 及 3652 题 及 3653 题 . 
解 ” 微 分 得 


1 1 
一 《am 十 天 HT )- m+ 


(Zz 一 1)dz 十 (十 1)dy 十 (z 一 2)dz 一 0. 
见 , 当 Xz 二 1,y 二 一 1, 时 ,dz 二 0. 代 人 原 方程 可 解 得 z= 二 6 及 z 一 一 2. 又 zx 一 2 时 为 不 可 微 的 . 为 判断 极 值 ， 
求 二 阶 微分 ,得 


dz? 十 dy: 十 (z 一 2)d?z 十 dz? 一 
以 z 一 1， 3 一 一 1， 2 一 6, 代 人 ,并 考虑 dz 一 0, 得 
下 z 一 一 工 (dz 十 dy 一 0 (dx? 十 dy* 关 0)， 


154 


故 当 z=1,y 二 一 1 时 , 隐 东 数 zx 取得 极 大 值 z==6. 同 法 可 判断 得 : 当 z 一 1，y 一 一 1 时 , 隐 范 数 zx 也 取得 极 小 
值 , 且 其 值 为 > 一 一 2. 
不 难看 出 ,z 一 2 是 球 的 切 平面 平行 于 Oz 轴 的 地 方 ,因此 ,区 数 z 不 取得 极 值 . 
【3652〗 zx 十 y: 十 z? 一 zz 一 yz 十 2x 十 2y 十 2z 一 2 二 0. 
解 ” 微 分 一 次 ,得 
(2z 一 z 十 2)dz 十 (2y 一 z 十 2)dy 十 (2z 一 工 一 y 十 2)dz 一 0. 


2z 一 z 十 2 一 0， 
| 


ZT 十 yy 十 2? 一 Xz 一 yz 十 2X 十 2y 十 2z 一 2 二 0 


解 方程 组 


Ti=y=—(3 二 V6)， zx 一 一 (4 十 2V6); zz 二 y= 一 (3 一 V6),， zz 二 2V6 一 4. 
再 微分 一 次 ,并 注意 到 dz 一 0, 即 得 
2dx’: 十 2dy?: 十 (2z 一 zx 一 y 十 2)d?z=0. 


在 点 (Zi yy1 ,2z1)， 中 z 一 让 (dm 十 dz)>0, 故 当 Zz 一 y 一 一 (3 十 V6 ) 时 ,取得 极 小 值 xz 一 一 (4 十 2V6 ). 同 法 可 


知 , 当 z 一 y 一 一 (3 一 V6 ) 时 ,取得 极 大 值 = 一 2V6 一 4. 

对 于 dz 的 系数 2z 一 z 一 ?十 2=0 时 代表 的 情况 ,与 上 题 类 似 也 不 取得 极 值 . 

K3653〗 (x 二 y+z):=a (zz 十 妈 一 对) 

解 ”微分 一 次 ,得 

2(z2 十 光 十 到)(Czdz 十 ydy 十 zdz) 一 az (zdz+ ydy— zdz). 
令 dz 一 0, 得 方程 
[2(z? 二 Ty 二 Tz)—a: ](zdz 十 ydy) 一 0. 

解 之 ,得 z= 二 y= 一 0 及 卫 十 多 十 唔 一生. 

以 zx 一 y 一 0 代 和 人 原 方程 , 解 得 z==0. 这 是 隐 范 数 的 一 个 奇 点 . 把 原 式 看 作 zx? 的 一 个 方程 ,会 去 增 根 ,可 
解 出 

re 
以 型 十 十 z 一 分 代入 原 方程 , 解 得 


3 2 
Ty zx/ 一 全 


为 考虑 极 值 ,将 一 次 微分 式 改写 为 
[2Czx? 二 Ty 十 z?) 一 a?](xdz 二 ydy) 十 [2C(x? 十 十 z?) 十 a? ]zdz 二 0. 


将 上 式 再 微分 一 次 ,注意 到 dz 一 0 及 民 十 十 z+ 一 性 , 即 得 


azzdzz 一 一 2(zdz 十 ydy) 2 ， 


一 了 oz， z= ， 和 i 
故 当 辽 十 交 一 言 a ， 2 时 z<0, 丽 数 z 取 得 弱 极 大 值 = 一 了 后; 当 开 十 一 名 0 + 一 一 2 后 时 ， 
dz 之 0, 函 数 > 取得 弱 极 小 值 > 一 -5 

求 下 列 函数 的 条 件 极 值 点 : 


【3654】 xz 一 zy， 若 z 十 y 一 1. 
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提示 ”如 将 zx 一 zy 改写 为 zx 一 z(1 一 Z), 则 转化 为 普通 的 极 值 问 题 . 
解 设 FGz,y) 一 zy 十 MGCz 十 y 一 1). 解 方程 组 


az 
于 一 z 二 一 0， 
9y 


Z 十 y 一 1 


得 zx 一 y 一 一 一 于， 一 于 .由 于 当 z 士 co 时 ,y- 干 co, 故 < 一 zy 一 co. 从 而 得 知 :点 xz 一 六 ,> 一 于 为 条 


治 


件 极 值 点 , 且 z 一 逆 为 极 大 值 . 


如 将 = 一 zy 改写 为 = 一 y(1 一 J, 则 成 为 普通 极 值 . 易 知 极 大 值 点 为 y 一 记 , 从 而 ,zx 一 却 ，z 一 十， 


【365s5】 x 一 过 十 站 , 若 妇 十 交 一 1， 


解 设 FCzr,y) 一 过 十 辣 十 A(z 十 光一 1). 解 方程 组 


5 一 工 十 2Ax 一 0， 
dr a 

aF_ 1 

By b 十 24y 一 0， 

2 十 多 一 1 
可 得 1 一 十 Va+te 二 二 be y= 二 

~ 2labl Vaartp Vartp 
2 2 

其 中 e 二 sgnab 关 0. 相应 地 ,> 一 干 ta . 


由 于 画 数 z 在 闭 圆周 x 十 y 一 1 上 连续 且 不 为 常数 , 故 必 取 得 最 大 值 和 最 小 值 ,并 且 最 大 值 与 最 小 值 
不 相等 . 这 里 可 疑点 仅 两 个 . 


be y= CE 时 ,函数 值 z 一 一 Ya 十 刀 


因此 , 当 z 一 一 -RE 交 ， A 和 局 [六 必 为 最 小 值 ,从 而 是 极 小 值 ; 当 zx 一 
二 《人 才气 为 最 大 值 ,从 而 是 极 大 值 . 
【3656】 >z 一 也 十 交 ， 若 二 十 六 一 1 
解 设 FCz,y)=z* 十 y 十 4( 王 十 之 一 1). 解 方程 组 
2x 二 小 4 一 0， 
一 2y 二 万 4=0， 
2 
可 得 4 2a:p? 过 Q82 a’b 


Q2 十 本 a > alt+p 
由 于 当 x> 吕 ,yco 时 ,z 悦 十 oo, 故 函数 z 必 在 有 限 处 取得 最 小 值 . 这 里 可 疑点 仅 一 个 . 因此 , 当 z 一 
CE 


ab 4 C2 术 
Ap ?一 于 十 玉 时 ,函数 = 取得 极 小 值 > 一 到 十 严 . 


注 “如果 用 二 阶 微分 判别 , 则 易 从 dz 二 2(dx? 十 dy? ) 渤 0( 不 论 dz,dy 之 间 有 何 约 束 条 件 , 此 式 恒 成 
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> 2p ， 
立 ) 可 知 z 一 妈 十 太 为 极 小 值 


【3657】〗 >z 一 Az: 十 2Bzy 十 CyY ,车 x 十 y ==1. 
解 设 Flr,y) 二 Axr’ 十 2Bzxy 十 Cy 一 A(z? 十 y 一 1). 解 方程 组 


aF 
区 一 2[(4 一 D)z 二 By] 一 0， (1) 

aF 
及 一 2 红 Bz 十 (C 一 信 习 一 0， (2) 
Z2 十 光一 1. (3) 

由 友 十 光一 1 知 zy 不 全 为 零 , 故 和 必须 满足 方程 
入 一 人 B 

二 A 一 (A 十 C)4 十 (AC 一 B’) 二 0. (4) 

B C 一 从 


当 (A 一 0)? 十 4B: 二 0 时 ,所 研究 的 函数 为 常数 ; 当 (A 一 C)? 十 4B: 关 0 时 ,方程 (4) 有 两 个 不 等 的 实 根 , 记 为 
A1 和 Xz (A1 之 和 2). 由 方程 组 (1)、(2)、(3) 可 解 出 


_ +t 一 0) 圭一 A) 
TZ1,2 ， 3 二 一 二 一 一 一 ， 
VB 十 (一 CD) VB A—A)’ 
” 土 00 一 0) _ 土 Q: 一 A) 
XI 二 一 二 一 一 一 一 ~， yy 二 一 一 一 一 一 一 一 . 
VB —C)’ VB —A)’ 
相应 地 ,有 z(xzi1,%)=Azri+2Briyt+Cy = Ar By)zrt (BrtCy)y. 
由 (1)、(2) 可 解 得 Azit+By=Az, Bz 十 Cy 一 人 yi， 
故 得 Zz(X1 ,71) 二 和 7T 十 AY 一 A(x? 十 y) 二 和 1， 
同 理 可 得 Z( 2 yz ) 一 人 1， 之 (3 33 ) 一 ZX ,Y4 ) 一 12。 


由 于 函数 z 在 单位 球面 上 连续 且 不 为 常数 , 故 必 取 得 最 大 值 和 最 小 值 ,并 且 最 大 值 和 最 小 值 不 相等 . 这 
里 可 疑点 仅 四 个 , (zi ,yi) (i 二 1,2,3,4) ,而 且 x(xi sy) 一 z(xz ,yi) 一 1， Zz(x3 Ys) 一 z(XT4,y4) 一 A2. 于 是 , 当 
Z 二 Xi,s，y 二 yz 时 ,函数 z 取得 最 大 值 z 一 X11, 因 而 也 是 极 大 值 ; 当 z 一 zs ，y 一 3 时 ,函数 > 取得 最 小 值 
三 A, 因而 也 是 极 小 值 . : 


【3658】 >z 一 cos2z 十 cos2 y, 若 Xx 一 y 二 


~ 


解 设 F(z,y) 一 cos:z 十 cos:y 十 M(Z 一 3? 一直). 解 方程 组 


红 一 一 sin2z 十 一 0， 
D 工 
aF _ _. 
37 sin2y 一 人 一 0， 
zy 一 下 
> 4 
4 Tkr 一 工人 一 。 
可 得 Tt, Yk 8 十 了 (一 0, 士 1, 士 2,…). 


1 于 二 ,为 奇数 时 ,2 二] 一 上 
相应 地 , 当 “ 为 偶数 时 ,z 一 1 十 鼎 ; 当 “为 奇数 时 ,一 1 一 记 - 


由 于 所 给 连续 函数 z 必 在 任意 有 限 区 域内 取得 最 大 值 和 最 小 值 ,而且 z 又 是 关于 zy 的 周期 (周期 为 


r) 函数 , 故 当 上 为 偶数 时 ,函数 = 在 点 (zx ,yi) 取 得 最 大 值 一 1 十 启 , 从 而 是 极 大 值 ; 当 为 奇数 时 ,函数 = 


在 点 (zi ,y4) 取 得 最 小 值 z= 二 1 一 凸 ,从 而 是 极 小 值 . 


V2 
【3659】 w==zx 一 2y 十 2z, 若 x 十 yy 十 z? 二 1. 
解 设 Flr,y,z) 一 xX 一 2y 十 2z 十 A(z? 十 十 z? 一 1). 解 方程 组 


元 一 1 十 24z 一 0， 


ooF _ 

ay 2 十 217 一 0， 

3F 220, 

DZ 

22 十 兴 十 对 一 1 
| 1 .2 ,2 
可 得 z= 二 2? Fa， “一 十 本. 


相应 地 92 一 士 3. 
由 于 所 给 函数 在 闭 球 面 上 连续 且 不 为 常数 , 故 必 取得 最 大 值 及 最 小 值 , 并 且 最 大 值 与 最 小 值 不 相等 . 这 


里 可 疑点 仅 两 个 ,于 是 , 当 x 一 地 , y 一 一 也 ,x 一 也 时 ,函数 取得 最 大 值 一 3, 因 而 也 是 极 大 值 ; 当 


xz 一 一 言 ，? 一 本，z 一 一 子 时 ,函数 "取得 最 小 值 x 一 一 3, 因 而 也 是 极 小 值 . 
【3660】 w= 二 zx”"y"z?, 若 x 十 y 十 z 二 a (m0,n 之 0,p 记 0,a>>0)*. 
解 题 思路 ”本题 应 加 上 条 件 x 汪 0,y 汪 0,z 之 0. 令 
w=lnu—= mlnz+nlny+ plnz, Flzsys2) =—w— (z+y+e—a). 


注意 到 和 连续 函数 叫 定 义 在 平面 十 y 十 z 一 a 于 第 一 封 限 内 的 部 分 , 当 点 趋 于 边界 上 的 点 时 ,显然 有 中 一 一 
co, 因此 ,函数 也 在 区 域内 取得 最 大 值 . 再 注意 到 可 疑点 仅 一 个 ,从 而 ,问题 可 获 解 . 


解 设 思 ==lnu 二 mlnzx 十 niny 十 plnz,F(zx,Yy,z) =w— (+ytz—a). 解 方程 组 


9F_m_ lo 

az x A ， 

oF_n_1l1, 

aFf_p_ 1 

gz zz A 0， 

Z 十 ?十 zx 一 Q 
2 一 am 四 an ap 
可 得 ™ mintp’ > mintp’ * mn 二 Pp 


相应 地 ,uw 一色 
连续 函数 上 定义 在 平面 zx 十 ?十 zx 一 a 于 第 一 卦 限 内 的 部 分 ,边界 由 三 条 直线 
XI 十 y 二 a， y 十 z 二 a， z 十 二 a， 
| (2 


z 一 0， Zz 三 0， 


组 成 . 当 点 已 趋 于 边界 上 的 点 时 ,显然 有 w 一 一 2, 因此 ,函数 多 在 区 域内 取得 最 大 值 . 由 于 可 疑点 仅 一 个 ， 
故 当 


am an ap 


mintp’ > mintp’ * mtntp 


a™t"tpm™n" pr 


时 , 函数 u 取得 最 大 值 UO mint pt ,因而 也 是 极 大 值 . 


2 2 2 
【3661】 w=z’+y 二 x , 若 去 十 让 十 所 一 1 (a>b>c>0). 


2 2 2 
解 设 Flz,y,z) 二 Tz 十 yy 十 HA 人 (去 | 部 十 到 1 ). 解 方程 组 


* 作者 注 : 应 加 上 条 件 zx>0,y>0,z>0， 
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Z 一 土 ae，y 一 z 一 0; ZX 二 zx 二 0, y= 二 土 b; x 二 y 二 0, z 二 土 c. 
u( 士 a,0,0) 二 a?， wu(0, 土 65,0) 二 ， u(0,0, 十 0) 二 7. 
由 于 a>0>c>0, 故 连续 函数 x 在 点 ( 士 c,0,0) 取 得 最 大 值 a? ,因而 也 是 极 大 值 ;在 点 (0,0, 土 c) 二 
小 值 ,因而 也 是 极 小 值 . 
在 点 (0, 土 5,0) 处 ,对 应 的 4 二 一 忆 , 且 


PF=2(1+ 访 )drr+2(1+ 店 )ay+2(1+ 诗 ) z 一 2 人 (1 一 气 )dz +2(1 一 每 )ade. 


把 <,z 当 作 自 变量 ,y 看 成 由 条 件 于 十 入 


1 一 与 >0， 1 一 乞 <0 因此 ,du 的 符号 不 定 , 从 而 ,函数 “在 点 (0, 士 6,0) 不 取得 极 值 . 


【3662】 一 zy2z , 若 xz 十 2? 十 3z 一 喇 (x>0,y>0,z>0,4a>0). 


提示 类似 3660 题 的 讨论 . 


解 设 w 一 lnv 一 Inz 十 2lny 十 3Inz,F(z,yvz) 一 ww 一 全 (z 十 2? 十 3z 一 0). 解 方程 组 

oF_1 1 
az ZX A 0， 
aF_2 2_, 
9y y A ” 
aF_3 3 
gz 之 A 0， 
ZX 十 2y 十 3z 二 a 

可 得 Xz 一 y 一 z 一 后 . 


类 似 3660 题 的 讨论 可 知 ,函数 x 当 z 一 y 一 x 一 各 时 取得 极 大 值 2 一 (4). 


【3663】 w= 二 xyz, 若 十 y 十 zx? 二 1, Xz 十 y 十 z 二 0. 
解 设 Flr,y,z)= 二 zyz 十 A(x 十 十 z? 一 1) 十 p(X 十 y 十 z). 解 方程 组 


aF _ 
元 二 3?z 十 24z 十 pw 一 0， 


aF _ 
了 一 zz 十 2 十 一 0， 


SE =zyt2ztp=0, 


ZX 十 yy 十 xz? 二 
ZX 十 y 十 z 二 0. 
(1) 一 (2),(2) 一 (3), 得 


三 1 确定 的 + 和 xz 的 函数 .在 点 (0, 土 5,0), 有 du 


c? 取得 最 


二 中 下 ,而 


(1) 
(2) 


(3) 


(4) 
(5) 
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(人 (6) 
(y—z)(2A— Zz)=0. (7) 
由 (6), 若 xz 一 y= 二 0, 代 入 (5) 得 z= 一 2zx. 再 代入 (4), 解 得 临界 点 


1 1 2 
Pl 二 :二 ， 
(大 而 '- 丰 ) 四 
如 果 zx 一 y 关 0, 则 z= 二 24. 由 (7), 若 y 一 z= 二 0, 类 似 上 面 解法 可 解 得 临界 点 


2,1,L 2,_ 1,_1), 
P(E (RR) 
若 y 一 z 关 0, 则 z==24, 故 x 二 xz, 类 似 上 面 解 法 又 可 得 临界 点 


1 2 1 1 2 1 
Ps -一 ， 二 ,一 Pe ,| 
(所 "后 着 ) 和 Pi( 一 下 ,后 后) 
相应 地 ,有 
u(P1) =u(P;) =u(P;) py “(Py uP Yu P= 
类 似 前 面 各 题 的 讨论 可 知 ,函数 ， 在 点 P, ,P, 及 P, 取得 极 小 什 = 一 3 后 ;在 点 Pi ,P 及 Ps 取得 极 大 值 
,lL 
3V6 


【3664】 wu 一 sinzsinysinz, 若 z 十 ?十 z 一 全 (zx>0,y>0,z>0). 
提示 仿 3660 题 及 其 讨论 . 


解 由 z 十 ?十 xz 一 王 及 z>0，y>>0,z>0 不 难得 出 0<z< 了， 0<y>< 也， 0<z<-. 


设 记 一 lnx 一 lnsinz 十 lnsiny 十 lnsinz， 下 (zyyz) 一 zg 十 MCz 十 ?十 z 一 了 )。 解 方程 组 


FootrtA=0 ， 
9 工 


9aF _ 
5 一 coty 十 4 一 0， 


红 一 cotz 十 1 一 0， 
z 十 ?十 z 一 六 
并 注意 到 点 P(z,y，z) 在 第 一 卦 限 , 即 得 临界 点 Po( 卫 ,二 )， 
类 似 3660 题 的 讨论 , 当 点 (x,y,z) 趋 于 平面 x 十 ?十 z 一 到 在 第 一 封 限 部 分 的 边界 时 ,x~0# 而 在 边界 内 
部 w>0. 因此 ,函数 u 在 边界 内 部 取得 最 大 值 , 故 在 点 P。 取 得 极 大 值 x(Pu) 一 二 


2 2 2 
【3665】 x 一 去 十 友 十 二 ,着 好 十 史 十 对 一 1，zcose 十 ycosp 十 zcosy 一 0 (a 之 b>0,cosia 十 cos’B 十 
cos27y 一 1). 


2 2 2 
解 设 F(zx,y,z) 一 专 十 入 十 可 一 人 (和 2 十 如 十 对 一 1) 十 wzcosa 十 ycosp8 十 zcosy). 解 方程 组 


aF 1 
Epi (4)z teucosa—0, (1) 
aF 1 
5 一 ( 训 一 ))y 十 weosp 一 0， (2) 
aF 1 
-2 (4)ztpco=0, (3) 
ZX! 十 十 二 1， (4) 
Zcosa 十 ycosp8 十 zcosy 一 0， (5) 
cos:za 十 cos28 十 cos27y 一 1， (6) 
将 (1)、(2)、(3) 三 式 分 别 乘 以 x、y、z 然后 相 加 ,并 注意 到 (4) (5) 两 式 , 即 得 
将 y 0» 
tpt ur yz). 
再 将 (1) (2)、(3) 三 式 分 别 乘 以 cosa、cosB、cosy, 然 后 相 加 ,并 注意 到 (5)、(6) 两 式 , 即 得 
p= 2 (2 +1 se937). (8) 
将 (8) 式 代 人 (1)、(2)、(3) ,得 
in2 
全 1)z 一 ss Sosegosye 一 0， 
in2 
casegos8 4 (eB )y — oe0sY。 0, (9) 


_ cosaSosyz 一 oeosY ,+ ( 2 7 ) ): _o. 


要 部, 挛 , 店 为 方程 组 (9) 的 非 怜 解 ,必须 有 


sinza 一 CA 一 cosacospB —cosacosy 
一 cosacospg sin28 一 好 人 一 cospcosy | 一 0. 
一 cosacosy —cosBcosy sin27y 一 c2A 
展开 计算 得 
sinza ，sin2B ，sin2y cosza | cos*B , cos:y 
ix 一 (十 汪 2) 十 (32 十 992 人 二 9 六) ls (10) 


由 (7) 知 4 隆 0, 且 不 难 验证 (10) 式 在 消去 4 后 得 到 的 二 次 方程 有 两 个 不 等 的 实 根 1: < az. 

固定 4 一 2, 代 人 方程 组 (9) ,可 得 到 关于 (zx,y,zx) 有 一 个 自由 度 的 一 个 解 系 ,再 代入 方程 (4) ,可 得 对 应 
于 一 1 的 两 个 临界 点 Pi (x ,yszi) 和 Ps《zxz ,yz ;zz). 由 (7) 知 ,对 应 的 wu(Pi) 二 wu(Pi) 二 丸 . 同 理 可 求 得 对 
应 于 4 二 Xs 的 两 个 临界 点 Ps (zs ,mm zs) 和 PCzyyz), 且 有 2P:) 一 wx(CP) 一 1 . 

Pi ,P: ,P,P 为 满足 方程 组 (1) 一 (5) 的 一 切 解 所 对 应 的 点 .类 伏 前 面 各 题 的 讨论 可 知 , 函 数 "在 点 Pi 
及 Pi 取得 极 小 值 41 ,而 在 点 Ps 及 P 取得 极 大 值 12. 

〖【3666】 w=(x 一 和 十 (y 一 :十 (z 一 0D? ,车 


Azt+By+t+Cz=0, x:++y +z:=R’, Ci 


cosa cosB cosy 


大 中 cos:a 十 cos28 十 cos27 一 1 
解 设 Flxyy,z) 一 (x 一 和 ?十 (y 一 ?十 (z 一 ?十 4(Az 十 By 十 Cz) 十 p(x 十 yy 十 2 一 R?). 
记 人 pcosa，1 一 pcos8，5 一 pcosy，p 一 VE 十 有 ”十 必 . 解 方程 组 


光一 2(z 一 ocosa) 十 4A 十 2pz 一 0， 


区 一 2(? 一 acos 有 ) 十 MB 十 2wy 一 0， 
3 2(z—pcosy) +AC+2pz=0, 
ZX 十 y?: 十 z? 二 Ri， 

Azx 十 By 十 Cz 二 0， 
cosia 十 cos:B 十 cos*: 7 二 1, 

将 (1)、(2)(3) 三 式 分 别 乘 以 A、B.C, 然 后 相 加 ,并 注意 到 (5) 式 , 即 得 


—2p(Acosat Becos8+ Cecos7)+A(A’++B’ 二 +C)=0,， 和 一 A Br TC 


再 将 (1)、(2)、(3) 三 式 分 别 乘 以 x、y、z, 然 后 相 加 ,并 注意 到 (4) 式 和 (5) 式 , 即 得 
2(1 二 jp)R’=2p(xcosat ycosB+ zcosy). 
又 将 (1) (2).(3) 三 式 分 别 匀 以 cosa、cosB.cosy, 然 后 相 加 ,并 注意 到 (6) 式 , 即 得 
2(1+p) (zcosat ycosB+ zcosy)=2p—ACAcosat BeosB+ Ceosy) 


2 1 (Acosat BcosB+ Cecosy)’ 
《 A’+B+C: : 


由 (8),(9) 可 得 


2 
(1 十 po7 民 一 (1 十 poCzcosa 十 ycosB 十 zcos7) =p? (Acosat BecosB+ Ccosy) |， 


A TB TC 
即 


.Pp (Acosat BeosB+ Ceosy)’ 
lt + 外 V1 Ar+TB TC : 


由 (1),(2),(3) 可 得 


_2ocosa 一 44 _ 2ocos8 一 16 


，》 ， _ 2ocos7y 一 AC 
2(1 十 /) 2(1 十 po) 


2(1 十 /0 “ 


之 


20CAcosat BeosB+ Ccosy) 


(1) 


(2) 


(3) 


(4) 
(5) 
(6) 


(7) 


(8) 


(9) 


(10) 


把 (7) 式 和 (10) 式 代入 上 式 , 即 可 得 也; 《zl 9? y1 ,zl ) 和 P; (Za 3 .2 ;zz ) ,其 中 Pl 对 应 于 (10) 式 取 正 号 ,而 P, 对 


应 于 (10) 式 取 负 号 . 下面 求 u(P1) 和 wuwCP;). 由 (9)、(10) 可 得 


_ (Acosa 十 Bcos8 十 Cecos7) 
ZCcosa 十 ycosp8 十 zcos7y 一 土 尺 A/1 2 FE 二 B: 十 CG 全 


于 是 ， ul(P1)= (zi—pcosa)’ 十 (和 一 0cosB) 十 (zl — pcosy)’ 
二 (xf 十 yf 十 zf) 一 2p(xicosa 十 yicosB 十 zicos7) 十 pp 


pz as /六 (Acosa 十 Becos8 十 Ccos77 

天 十 太一 2oRA/I Ar TB Fc 。 

_ (Acosat BeosB+ Cecosy)” 
同 理 可 得 ”wu(P;) 一 R* 十 p? 十 2oRA/1 2 ee . 


类 似 以 前 各 题 的 讨论 可 知 ;u(P;) 为 最 大 值 ,uCPi) 为 最 小 值 . 


【3667】 w= 于 十 难 十 … 十 式 ， 着 于 十 于 十 十 于 一 1 (a 之 03 i 一 1,2,%* ,nn). 
1 n 


2 
az 


解 设 Fr sxe szo) 一 如 十 对 十 十 戏 十 4( 于 十 于 十 … 十 于 一 1 ). 解 方程 组 
1 2 n 


9F 27, | 和 =0 (i = 1,2,..,n), 


Hi 
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-1 (> 诗 ) (i=1,2,. ,1). 


i=1 
1 
地 


) 时 ,函数 u 取得 极 小 值 


由 于 中 wu 一 由 F 一 2 》) d 地 >>0 ( 它 不 受 约束 条 件 的 限制 ), 故 当 z, 一 十 ( 》 
1 一 1 


呈 思 [二 呈 坝 了- (加 


i=1 


【3668】〗 w= 二 xz? 十 x2 十 … 十 Xz 《Pp 六 1), 车工 十 Xz 十 … 十 zx, 二 a (a>0). 
解 设 FFlziyzxz Ti) 二 Xx? 十 2 十 … 十 zx? 十 4Czi 十 zz 十 … 十 xz, 一 a). 解 方程 组 


2 - pr?!+A=0 (= 1,2,,n), 


得 Zi 一 各 (1 二 1,2,." ,7n)., 由 于 
aF _ /plp—Dr?’? (=)), 
9zi9Zi 0 (天 力 ， 


故 当 六 一 号 (一 1,2， 时 ， 
Fo SS Sp 
FF=p(p—D) 2 (和 对) dr>0 ( 2 di #0), 


ar 
HP 1 


它 不 受 约束 条 件 的 限制 , 故 函 数 “取得 极 小 值 x 一 
这 里 应 该 指出 的 是 ,对 于 一 般 的 实数 p, 应 限定 z 二 0. 
一 全 十 各 十 … 十 代 , 荐 Bz 十 BB 十 十 Br 二 1 《aw 之 0,B>0; i 二 1,2,…,n)*， 


【3669】 
解 设 FCm myzo) 一 人 十 旦 十 二 全 十 MBz 十 zz 十 … 十 Bxr 一 1). 解 方程 组 
1 2 mn 


aF i 7 
= 一 竺 二 8 =0 (i= 1,2,,n), 


下 


> pri 二 1 


i 二 1 


得 
由 于 $F=2 >) Sdrt>0 (2, drt#0), 
i=] i i=1 
故 当天 一 /全 ( > VapB )” 时 ,函数 取得 极 小 值 w= (》) VapB). 
| i=1 
【3670】 zx 一 za xz2 pz ,车 芭 十 Xz 十 … 十 Xi 二 a (a 之 0,a 记 1, i 二 1,2,n,n)** 
解 设 w=lnu 一 之 ailnzi，FCzlyzz ,一切 一 六 (Zz —a)= 之 (slnzr 一 至 ) 十 全 解 方 
程 组 
aF Qi _ 1 四 ns 
了 > 1 0 (0 1,2,°" ,7n), 
Va 
:1 
人 作者 注 :本 题 应 加 条 件 z 盖 0 (i=1,2,…,n). 
*# 作者 注 :本 题 应 加 条 件 zi>>0 (一 1,2，…7m)， 
163 它 


和 = (j= .. 
得 Ti Ta Ta (i 一 1,2， ,1). 


由 于 dw=— 2 Ldxf<0 (DD) drf#0) 
i=1 i i=1 


不 论 dz, 之 间 有 什么 约束 条 件 恒 成 立 , 故 函 数 色 当 z; 一 一 二 从- 二 一 《i 一 1,2,…,n) 时 取得 极 大 值 , 即 本 


a] a a 
al CQ22 mn 


六 十 az 十 …… 十 on 


ye Ca 4 一 a 
数 当 z wm 十 十 时 取得 极 大 值 x (Frat 


【3671]】 若 DD 好 一 1], 求 二 次 型 & 一 >») Qy TiT}i (as 一 az) 的 极 值 . 
i=1 


11=1 


解 设 下 (rzr…zo) 一 xz 一 人 (好 十 好 十 … 十 妇 一 1]). 解 方程 组 


1 

2 2 (an A Ttazrst "tamen 0, (1) 

言 3=anzit Can A) ze 十 amra =0， (2) 
Xz 

方 于 一 oz 十 azz 十 … 十 (an 一 1)z 一 0， Cn) 
Tn 


Zt 十 十 十 x? 二 1. (nt 1) 


前 2 个 方程 要 有 非 零 解 ,必须 矩阵 (az ) 的 特征 方程 1A 一 XE| 二 0 有 和 解 ,其 中 A 为 以 a5 为 元 素 的 实 对称 和 矩阵 ， 
E 为 单位 矩阵 . 由 线性 代数 中 关于 欧 氏 空间 的 理论 知 ,此 特征 方程 必 有 个 实 根 , 即 有 久 宇 hz 宇 … 之 4, 满足 
1A 一 AE|= 二 0. 对 于 任 一 根 入 ,代入 方程 (1) 一 (2) ,可 求 得 (x ,zs ,… ,x ) 的 一 个 解 空间 , 解 空间 的 维 数 ,等 于 
XA4 的 重 数 . 解 空间 中 的 单位 元 素 即 方程 组 (1) ~《n 十 1) 的 根 . 当 4 是 单 重 根 时 , 解 空 间 是 一 维 的 ,单位 元 素 
只 有 两 个 . 当 和 是 多 重 根 时 ,对 应 入 的 单位 元 素 就 有 无 穷 多 个 了 . 
对 于 Ax 的 解 Czi »T2 9 Tn ) ,显然 满足 方程 组 (1) 一 (az 十 1). 因此 ,有 > QjT;i 二 ATi(i 二 1,2,… ,7n) ;从 
而 得 
A p> ajyTxixj;— S) Ti (Dasz,) 一 > Xez 一 入 y， 好 一 人 
ij 一 1 i—1 j=1 i=1 i=1 
由 于 函数 在 n 维 球面 xz? 十 有 十 … 十 zt 二 1 上 连续 , 故 必 到 得 最 大 值 和 最 小 值 .于 是 ,对 应 于 4 和 的 解 ， 
分 别 使 函数 取得 最 大 值 M; 和 最 小 值 4, ,因而 也 是 w 的 极 大 值 和 极 小 值 ,或 是 4 的 弱 极 大 值 和 弱 极 小 值 ， 
视 *1 和 4 的 重 数 而 定 ( 多 重 时 为 弱 极 值 ). 由 线性 代数 中 把 下 化 标准 型 的 方法 ,可 证 :对 于 不 等 于 A 和 4， 
的 入 ,二 次 型 不 取得 极 值 . 
【3672】 若 x 之 1 及 zx 之 0, y 之 0, 证 明 不 等 式 : 
* 十 n 十 给 
>(). 


提示 在 x 十 y 一 a(a>>0) 的 条 件 下 , 求 函 数 z= (z 之 0,y 之 0) 的 最 小 值 . 


证 考虑 函数 < 二 开放 六 在 条 件 十 yaa>0,z 之 0,y 之 0) 下 的 极 值 问题 . 设 F(z，y) 一 去 (zx" 十 >") 
十 MKz 十 y 一 a), 解 方程 组 


9F nj 十 4 二 0， 
rT 2 

Fn lA 
ay 2 了 十 A 0， 
ZX 十 y 王 a 


将 点 (于 ,分 ) 与 边界 点 (0,a) .Ca,0) 的 函数 值 进行 比较 (注意 到 "之 1)， 


z(0,0) 一 x(a,0) 一 全 之 (名 ) 一 z( 呈 ,全 ) Cn>1D， 


即 知 函 数 z 当 z 十 ?一 < 时 的 最 小 值 为 ( 2. ) . 从 而 有 


> (2) ( 当 z 十 y=a,z 之 0,y 之 0 时). (1) 
下 面 我 们 证 明 
zx"+y I 十 yy” 、 
> (>) ( 当 zx 之 0,y 之 0 时 ). 


(2) 
当 z 二 y 一 0 时 ,不 等 式 (2) 取 等 号 ,显然 成 立 ; 当 z+ 宇 0,y 之 0 且 x,y 不 同时 为 怜 时 , 令 zt 十 y= 二 4a; 则 a 之 0. 于 
是 ,由 不 等 式 (1) 即 得 


由 此 可 知 ,不 等 式 (2) 成 立 .证 毕 . 
【3673】 证 明 : 赫 尔 德 不 等 式 : 


a ， 1 
和 2 aiXi 气 (2 4)° (2 )* (gi 之 0 ,ZX: 宇 0; 1 二 1 ,2 ,ns h>1, 广 十 记 = 


提示 在 》)airi 一 A (A > 0) 的 条 件 下 , 求 函数 一 ( 少 Jat ) (》)xt)* 的 最 小 值 . 
i=1 i=] i=1 


证 ”我们 首先 证 明 函 数 = (De) (Pa 记 


在 条 件 3 aizi 一 4 (A>0) 下 的 最 小 值 是 A. 为 此 ,对 n 用 数学 归纳 法 . 
当 n 二 1 时 ,显然 有 (aD CA) 二 zi 一 A. 


设 当 n==m 时 ,命题 成 立 , 故 对 任意 zw 个 数 a1 ,az san (a; 之 0), 当 》) aizi 一 A(zi 汪 0,… ,zm 之 0) 时 ， 


必 有 
A (OA) (Ze)™ ， 
我 们 证 明 当 "一 m 十 1 时 命题 也 成 立 . 设 之 ， aizi=Au—at (DA )* ,其 中 a 二 》) at , 求 的 最 小 


i=l1 


mt1 
值 . 令 F(xiyT2 9 Zn+l) 一 MUCZI，Zz Zn+l) 一 从 ( Daiz; 一 A). 解 方程 组 
i=1 


1 1 1 ， 
到 (2 ) (ez 一 Ma 一 0 
m+1 
> airi 一 G 一 1,2……mm 十 1)， 
i=1 
1 A wl ， 
可 得 = 人 (DA) = (i=1,2, ,mt+1). 
Qs ak i=1 
(这 里 引 人 了 记号 办; 即 吉 二 (ap) 一 ip 一 pat-1, 从 而 有 
加 十 1 mt+l A 
p42) area !—p Da =pya=A, A 
i=1 i=1 
于 是 , 解 得 满足 极 值 必要 条 件 的 唯一 解 
x? = at 1 (1 二 1,2,* ,mMm 十 1). 


对 应 的 函数 值 为 
wu (Ea) = Da A (a) 
As- 过 人 
所 研究 的 区 域 Sa Xi 三 A, zi 之 0(i 王 1,2,…,m 十 1) 是 m 十 1 维 空间 中 一 个 m 维 平面 在 第 一 卦 限 的 部 分 ， 


其 边界 由 mm 十 1 个 m 一 1 维 平面 (之 一 部 分 ) 所 组 成 :z; 二 0，》\ aj Xj=A (aj 守 0,Xxj; 之 0; 1 一 1,2，… 7 十 1) 
在 这 些 边 界面 上 , 求 


m1 


, 
2 +) 


i~1 
1 1 
EE 
j= j=iTl 


的 最 小 值 变 为 求 m 个 变量 的 最 小 值 . 以 估计 zt 一 0，》)aizi 一 A 的 最 小 值 为 例 . 根据 数学 归纳 法 假设 , 注 
意 到 w= > of 之 >t, 即 有 


U(X ，T2 yn ,0) 一 a ( 3 站 之 (Fa )* (Da )* 之 S) ai 一 人 
因此 ,w 在 边界 面 上 的 最 小 值 不 小 于 A. 由 此 可 知 ,w 在 区 域 上 的 最 小 值 为 《xi ,如 ,… ,zn+ti) 二 A, 故 命题 当 
7 二 m 十 1 时 成 立 .于 是 ,由 数学 归纳 法 可 知 ， 


(Dat)t (Dt) 之 A， (1) 
当 y， aixi 二 A, zi 这 0 (i 二 1,2,…,n) 时 . 
下 面 我 们 证 明 赫 尔 德 不 等 式 
Dar< (Va) (ID) a>0,7>0) (2) 
i=1 i=1 i=1 


成 立 .事实 上 ,车 了 asx 一 0, 则 (2) 式 显然 成 立 ;车 > )aizi>0, 令 了 aizi 一 A, 则 A>0. 于 是 ,根据 不 等 式 
(1) 知 

(之 对 ) (2 )* 宇 A 二 a ， 
故 不 等 式 (2) 成 立 . 证 毕 ， 


注 赫 尔 德 (Holder) 不 等 式 是 一 个 重要 而 常用 的 不 等 式 , 而 且 还 可 推广 到 一 般 的 形式 ,证 明 方 法 也 很 
多 .例如 ,可 参看 G. H. Hardy, J.E. Littlewood，G. Pelya 合 著 的 名 著 “Inequajities”(Second Edition, 1952)， 
Chapter [[ , 2. 7~2. 8. 


【3674】 对 于 ” 阶 行列 式 A 一 los | 证明: 阿达 马 不 等 式 


< I (es). 


提示 “在 关系 式 14 一 S, (i 一 12,…n) 存在 的 条 件 下 ,研究 行列 式 A 一 |as | 的 极 值 

证 证 法 lt 

为 区 别 起 见 ,以 下 用 A 表 矩 阵 (ai ) ,1A1| 表 行列 式 |au |. 考虑 函数 一 141 一 1as | 在 条 件 了 中 一 
Si(i 三 1,2,… ,nD) 下 的 极 值 问题 ,其 中 S;>>0 (i 二 1,2,… ,1). | 

由 于 上 述 ”个 条 件 限制 下 的 xz 元 点 集 是 有 界 闭 集 , 故 连 续 函数 x 必 在 其 上 取得 最 大 值 和 最 小 值 . 下 面 
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我 们 求 函 数 x 满足 条 件 极 值 的 必要 条 件 . 设 
F=wu— 之 A (2 —S;) 。 
由 于 函数 是 多 项 式 . 当 按 第 i 行 展开 时 ,有 
u=|A|= > as As,， 


其 中 As 是 Qi 的 代数 余子 式 ， 解 方程 组 
aF _ 


ai 


As 2Aias=0 (i,]=1,2,° ,7n) 


得 Qs -和 


2 i 时 ,有 


2” 人 之 急 各 一 记忆 4 一 0， 
故 当 函数 x 满足 极 值 的 必要 条 件 时 ,行列 式 不 同 的 两 行 所 对 应 的 向 量 必 直 交 . 若 以 A' 表 示 A 的 转 置 矩 阵 ， 
则 由 行列 式 的 乘法 得 


SI 0 0 
， 0 S, ae 0 n 
w=|Al*.|1A|=| .|= Ts. 
: : » i=1 


0 0 … 5S, 
因此 ,函数 满足 极 值 的 必要 条 件 时 , 必 有 w= 十 JTS . 


显然 由 于 函数 4 在 条 件 》 oj; 一 S，(i 一 1,2,…, 四 下 不 恒 为 常数 , 故 


w= /ITs 9 Mnmin 一 /Ts 


从 而 ， IAl:< [I 5S:, 当 2 a=5 (i=1,2,…,n) 时 . (1) 
i=1 j=1 
下 面 我 们 证 明 14ls [I (9a ). (2) 
i=1l j=! 


车 至 少 有 一 个 i; 使 2% 二 0, 则 as 一 0 (1 一 1,2,…，,7z2). 从 而 ， 1A1 二 0. 于 是 ,不 等 式 (2) 显 然 成 立 . 


若 对 一 切 i (i 二 1,2,…,n) ,都 有 Das #0. 令 S; 一 Das ; 则 S;>0 (i=1,2,. ,n). 于 是 ,根据 不 等 式 
(1) 即 得 


故 不 等 式 (2) 成 立 .证 毕 . 
证 法 2; 
如 将 原 题 归 一 化 , 则 也 可 获 证 . 设 
as 一 全 - (i,j=1,2,.… ,n), 
Da): 
则 有 Dl 1,2,n). 
从 而 , 原 命题 就 可 转化 为 证 明 不 等 式 |A| 专 1, 其 中 


DD) B=10=1,2,.,n), A=(ay), |A|=lasl. 
j=1 


60 


设 F-1AI+ >X |( 辣 一 1 . 解 方程 组 


i=1 


aF 
a, Ms {2 as —0, 
其 中 A; 为 a5 的 代数 余子 式 (i,j 二 1,2,…,n). 于 上 式 两 端 习 以 a; ,并 对 j= 二 1,2,…,n 求 和 , 即 得 |A| 十 2X; 二 
0 (i 三 1,2,…,n). 从 而 有 1 一 一 地 | (i 三 1,2,…,n), 也 即 Ai 一 Qi 141 (i,j=1,2,",n), 故 得 
An An aulAl … anlAl 
An … 4。 al14| … anl|Al 


上 式 左 端的 行列 式 叫 做 1A4| 的 附属 行列 式 , 记 为 |A* |. 由 线性 代数 知识 可 知 , 当 |A|= 王 0 时 ,14 "| 一 0. 当 
1Al 关 0 时 ， 


IAl 0 a 0 
0 [4A| oo. 0 

IAl 141=| ， 。 .|=1A1"，, 
0 0 ss | AI 


故 有 1A 1 二 |A1"!'. 于 是 ,|All 二 |A1"™. 


由 于 |A| 的 极 值 必须 满足 上 式 , 故 不 难 推 知 |A|sx 二 1,1Alwis 二 一 1. 从 而 得 知 : 当 > 地 一 1 (一 1,2， 


…,n) 时 , 恒 有 
1A <1 或 141 委 1， 
求 下 列 函 数 在 指定 区 域内 的 上 确 界 (sup) 和 下 确 界 (inf) : 
【3675】 z= 一 x 一 2y 一 3, 若 0( 委 xz 委 1,0 委 >y 委 1,0 委 z 十 > 委 1 
解 以 也 表 区 域 0 委 z 委 1,0 委 > 委 1,0 委 z 十 y 魏 1, 它 是 一 个 有 界 闭 区 域 (为 一 闭 三 角形 ) , 故 连续 函数 = 
在 其 上 必 有 最 大 值 和 最 小 值 . 由 于 = 是 z,y 的 线性 函数 , 故 不 存在 临界 点 ,因此 ,最 大 值 与 最 小 值 都 在 DD 的 
边界 上 达到 . 
DD 的 边界 为 三 条 直线 段 : 
y=0 (0 委 z 委 1) ， r=0 (0 委 y 委 1) ， z 十 y 一 1 (0 委 z 魏 1); 
在 其 上 = 分别 变 成 一 元 函数 : 
z=Xx—3 (0 委 z 和 1)， z=—2y—3 (0 和 yy 委 1)， xz 一 3z 一 5 (0 委 z 委 1)， 
由 于 这 些 函 数 都 是 一 元 线性 函数 , 故 也 无 临界 点 ,其 最 大 值 与 最 小 值 必 在 此 三 线段 的 端点 ( 即 点 (0,0), 点 
(1,0) ,点 (0,1)) 达 到 . 由 此 可 知 ,z 在 D 上 的 最 大 值 与 最 小 值 必 在 此 三 点 (0,0),(1,0),(0,1) 中 达到 . 
由 于 z(0,0) 一 一 3，z(1,0) 一 一 2，z(0,1) 一 一 5， 故 
supz 一 一 2 infz 一 一 5. 
【3676 xz 一 2 十 如 一 12z 十 16y, 若 zx: 十 y 志 25.， 
解 ”考虑 函数 z 在 区 域 z? 十 一 25 内 的 临界 点 : 
至 =2z 一 12 一 0， 
六 =2y+16=0. 
在 区 域内 无 解 , 故 连续 函数 z 的 最 大 值 与 最 小 值 必 在 边界 十 y 二 25 上 达到 . 
考虑 函数 z 在 边界 :十 交 一 25 上 的 条 件 极 值 . 设 F(x,y) 一 z 一 XA(z? 十 一 25). 解 方程 组 
E27—12—24z—0, 


aF 四 
方 一 2? 十 16 一 21> 一 0， 


ZX! 二 y=25 
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可 得 临界 点 P, (3 ,一 4) 及 PP (一 3,4). 由 于 zx(3, 一 4) 一 一 75,z( 一 3,4) 一 125 , 故 得 
supz 一 125， infz 一 一 75. 
【3677】 z= 二 x 一 zy 十 ,车 |zxl 十 |y| 志 1. 
解 题 思路 ” 先 求 函数 在 区 域 |z| 十 |y| 二 1 内 的 临界 点 Po ,再 求 削 数 在 下 列 四 条 边界 线 : 
Z 之 0,y 之 0,z 十 y 一 1; Z 之 0,y 委 0,z 一 y 一 1; 
XO0,y 之 0,7 一 y 二 一 ]; Z 魏 0,y 委 0,z 十 y 一 一 1 
上 的 临界 点 Pi，P:，P: 及 也 .将 这 些 点 与 上 述 四 条 边界 线 的 端点 Ps，,Pe,P, 及 Ps。 处 的 函数 值 求 出 , 比较 
z(P;) (i 一 0,1,2,…,8) 即 获 解 . 
解 ” 先 求 函 数 z 在 区 域 |z| 十 |y| 过 1 内 的 临界 点 : 


oz ，。， 
隐 一 2z 3 一 0， 


下 一 23 一 z 一 0， 
解 得 临界 点 Po (0,0). 相应 地 ,z(P。 ) 一 0. 


再 在 边界 : z 之 0,y 关 0,z 十 ?一 1 上 求 临界 点 . 设 FF 二 zx 一 zy 十 y 一 A(x 十 y 一 1). 解 方程 组 


or 。 

了 一 27z 一 y 一 人 一 0， 
aF ， 
一 2 之 一 人 一 0， 
Zz 二 yy 二 1 


得 临界 点 已 (三 到). 相应 地 ,z(P1) 一 地. 


同 法 可 在 另外 三 条 边界 线 :z 关 0,3y 委 0,z 一 y 一 1 上 jz 委 0,y 疡 0,z 一 y 一 一 1 上 ;zx 所 0,y 所 0,z 十 y= 二 一 1 


分 别 求 得 临界 点 P, (到 ,一 去 ) ,P:( 一半, 于 ) 及 Pi( 一 寺 , 一 去 ). 相 应 地 ， 


z(P) 一 <(P) 一 十， z(P) 一 于. 
最 后 ,在 上 述 四 条 边界 线 的 端点 Ps (1,0),Pe(0,1),P (一 1,0) 及 Ps(0, 一 1L) 上 求 得 函数 值 : 
z(P5) 一 z(Pe) 一 z(P)) 一 z(Ps) 一 1. 
比较 zCP;) (i 二 0,1,2,… ,8), 即 得 supz 一 1， infz 一 0. 

【3678】〗 :一 妇 十 2 光 十 3 对 , 若 工 十 十 z? 志 100. 

解 ” 容 易 求 得 函数 在 区 域 区 十 十 zz? 二 100 内 的 临界 点 为 Pu(0,0,0) ,而 在 边界 xz? 十 yy 十 xz? 二 100 
上 的 临界 点 为 P1(10,0,0),P;( 一 10,0,0),P(0,10,0),P4(0, 一 10,0),P;(0,0,10) 及 Pe (0,0, 一 10). 相应 
地 ul(Po) 二 0,u(P1) 二 uC(Ps) 二 100,u(Ps) 一 u(Pi) 一 200,u(Ps)= 二 ul(Pse) 二 300. 于 是 ， 

supz 一 300， infu=0. 

了 3679】 w= 二 x 十 y 十 z, 若 妇 十 部 委 z 委 1. 

解 ” 所 讨论 的 立体 区 域 由 曲面 x? 十 y= 二 x> (0 委 z 委 1) 和 平面 > 一 1, 寻 十 将 委 1 所 围 成 ,两 个 曲面 的 交 线 
为 妇 十 光一 z 一 1 

显 见 在 立体 区 域内 部 无 临界 点 . 在 边界 面 一 1, 好 十 光 委 1 的 内 部 ,xzy 1) 一 z 十 ?十 1 也 无 临界 点 . 
在 边界 面 x 十 y= 二 zx (0 志 z 亿 1) 上 ,有 w==z 十 y 十 Tz 十 (XT? 十 产 志 1). 解 方程 组 


得 临界 点 P (一 去 ,一 玄 , 序 ): 相应 地 ,uP1) 一 一 去 


在 边界 线 zx 十 yy 二 z 二 1 上, 设 F(x,y) 二 zx 十 y 十 1 十 A(z’ 十 yy 一 1). 解 方程 组 


中 一 1 二 21z 一 0， 
9 


aF _ 


TT 十 y= 二 
4 1 1 
得 临界 点 Pi( 稍 ' 乓 "1 及 PP (一 语 ， 让 "1!) .相应 地 ,x(P,) 一 1 二 VE，w(P,) 一 1 一 8. 于是， 
supz 一 1 十 V2 ， infu 一 一 小 . 


2 

【3680】 求 函 数 :一 (z 十 ?十 ze “112379 在 区 域 z>0,y>0,z>0 内 的 下 确 界 (inf) 与 上 确 界 (sup). 

解 ” 函 数 在 区 域 x 之 0,y 之 0,z 之 0 上 是 连续 函数 ,因此 ,把 区 域 扩 大 包括 边界 时 ,上 、 下 确 界 不 变 , 下 
面 就 扩大 后 的 区 域 加 以 讨论 . 

显然 当 x 之 0,y 之 0,z 宇 0 时 xz20, 且 wu(0,0,0) 二 0, 故 infu==0. 

在 区 域内 部 ,由 于 


gu 
9x 


9 


下 一 [1 一 2(z 十 y 十 z)]， 


e e+2+s[1 一 (z 十 y 十 z)]， 3 


az 
GE4 
而 e 2 天 0, 故 函数 zx 在 域内 无 临界 点 . 
又 因 
u 一 (z 十 7 十 z)e 2 2 一 (z 十 7y 十 ze “de tN < (zx 十 ?十 z)e F100 [Crt yt+2) > 二 oo0], 
故 函 数 x 的 最 大 值 必 在 有 限 的 边界 上 达到 . 考虑 界面 ， 
X=0; &U(0,yz) 一 (7 十 z)e +t) y>0, z>0. 
y=0; W(x,0,2)= (zz)e 50 zr0, z 守 0. 
z=0; u(r,y,0)=(z+y)e “+12, zr20, y20. 
同样 可 证 明 , 这 些 界面 上 无 临界 点 . 


二 e230 [1 一 3(z 十 y 十 z)]， 


最 后 考虑 边界 线 :x+ 二 0,y 二 0,z 实 0, u(0,0,z) 二 ze “可 解 得 临界 点 Pi (0,0 ,本 ). 相应 地 ,xz(CP ) 一 
本 e 同 法 在 边界 线 :z 一 0,z 一 0,y 疡 0 上 可 解 得 临界 点 Po(0, 玛 ,0); 在 边界 线 :y 二 0,z 二 0,x 实 0 上 可 解 


得 临界 点 P,(1,0,0). 相应 地 ,uPs) 一 去 e! ,uPs) 一 e1, 至 于 边界 线 的 一 端 为 原点 , 另 一 端 伸 向 无 穷 远 ， 
均 已 讨论 过 . 于 是 ， 
supz 一 e 1>“0. 37. 


【3681】 证 明 :; 函 数 z 二 (1 十 @?)cosx 一 ye 有 无 穷 多 个 极 大 值 而 无 一 极 小 值 . 


证 解 方程 组 
2 一 一 (1 十 e)sinz 一 0， 
gx 
9z 1 一 
3y 一 e (cos7 1 一 y) 一 0 
得 zx 一 Ar,y 一 (一 1 六 一 1 (RE 一 0, 士 1, 士 2,…). 由 于 
Oz _ Gz __ ,. az  ， 加 
3 二 一 (1 十 ey )cosz， 7907 esinz, 3p 《cosz 一 2 一 y) ， 


故 在 点 (2mr,0) (m= 二 0, 土 1,…),A 二 一 2,B 二 0,C 二 一 1 及 AC 一 B= 二 2>>0, 此 时 函数 z 取得 极 大 值 ;而 在 点 
((2m 十 1j)r, 一 2) (1 一 0, 士 1],),A 一 1 十 e *,B 一 0,C 一 一 e。 :及 AC 一 BI 二 一 e ?一 e <0, 此 时 也 数 zz 无 
极 值 . 

【3682】 函数 f(x,y) 在 点 Mo (zo,y 7) 有 极 小 值 的 充分 条 件 是 否 为 此 函数 在 通过 点 Me 的 每 一 条 直线 
上 有 极 小 值 呢 ? 研究 例子 f(x,y) 二 (zx 一 >)(2zx 一 y). 
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解 不 是 .研究 函数 
f(r,y)= (zr—y)(2r— y). 
对 于 每 一 条 通过 原点 的 直线 ;y 一 kx (一 oo 二 x 所 十 0) 均 有 
frr)= (rxr— kr ) (27r— kr)—=r (1—kr) (2—k 7x), 
当 0<|z|< 言 时 ,f(z,kz)>0. 但 是 f(0,0) 二 0, 因 此 ,函数 f(z,y) 在 直线 y= 二 kr 上 在 原点 取得 极 小 值 零 . 


对 于 通过 原点 的 另 一 条 直线 :z 一 0, 有 (0,y) 一 六, 故 在 原点 也 取得 极 小 值 零 . 
因此 ,函数 f(x,y) 在 一 切 通 过 原点 的 直线 上 均 有 极 小 值 . 但 是 ， 


fla, V1.5a)=—0.25a<0 (a>0), 
因此 ,函数 f(z,y) 在 (0,0) 点 不 取得 极 小 值 . 


此 例 说 明 : 尽 管 /zx,y) 在 通过 点 Mo 的 每 一 条 直线 上 在 Mo 均 有 极 小 值 ,但 却 不 能 保证 f(x,y) 作 为 二 
元 函数 在 点 Mo 一 定 有 极 小 值 . 


【3683】 分 解 已 知 正 数 a 为 ”个 正 的 因数 ,使 得 它们 的 倒数 的 和 为 最 小 . 
提示 “由 题 意 ,我 们 应 求 函 数 zx 一 2 二 在 条 件 a 一 II Zi 或 lna 一 2 lnz， (a>0,zx; 之 0) 下 的 极 值 . 


解 按 题 设 ,我 们 应 求 函 数 v 一 》) 二 在 条 件 a 一 ][ = 或 ne 一 2) Inr (a>0,z:>>0) 下 的 极 值 
设 下 (zl yzz，…，TZn) 一 & 十 人 p> Inzi 一 lna). 解 方 程 组 
| lA 0 G=1;2 0D， 
Di x? i 


Xi 
好 一 | | Xi 
i=1 
可 得 二 一 元 (i 二 1,2,…,n). 从 而 解 得 


， U(x ,Xd ZI) 一 nm 7. 


当 点 PCz ,zzz,) 趋 于 边界 时 ,至 少 有 一 个 一 0, 即 二 一 十 oo, 而 > 二 , 帮 w= 十 oo. 因 此 ,函数 4 


必 在 区 域内 部 取得 最 小 值 . 于 是 ,将 正 数 a 分 为 n 个 相等 的 正 的 因数 a* 时 ,其 倒数 和 na- 六 最 小 . 
【3684】 分 解 已 知 正 数 a 为 n 个 相 加 数 , 使 得 它们 的 平方 和 为 最 小 . 


提示 。 由 题 意 ,我 们 应 求 函数 一 > ? 在 条 件 » zi 一 a (a>>0) 下 的 极 值 . 
解 ”考虑 函数 4 二 > Zt 在 条 件 a= > Xx; (ae>>0) 下 的 极 值 . 


设 FFCzyze，… Zn) 一 zx 十 人 之 2 一 4). 解 方程 组 


EF =2z+A4=0 (= 1,2,.,n), 
DZ， 


得 旭 一 双 一 一双 一 和 ， (8 于 ,… 芭 ) 一 玫 ， 

当 ， 个 相 加 数 中 有 若干 个 相 加 数 - 士 co 时 ,平方 和 -> 十 ce. 因此 ,函数 4 必 在 有 限 区 域内 取得 最 小 值 . 
于 是 ,将 正 数 a 分 解 为 个 相等 的 相 加 数 时 ,其 平方 和 全 最 小 . 

【3685】 分 解 已 知 正 数 a 为 x 个 正 的 因数 ,使 得 它们 的 已 知 正 数 次 土 的 和 为 最 小 . 


提示 ”由 题 意 ,我们 应 求 函 数 一 》) x% (a;>0) 在 条 件 Ina 一 》) Inzx; (a>>0,zi>0) 下 的 极 值 . 
1 一 ] i=1 


解 ”考虑 函数 x 一 b> Xi (a; 之 0) 在 条 件 ljna 一 y》， lnz (ea>0,z 0) 下 的 极 值 ， 


设 F=w 一 A( 》\ Inz -lna). 解 方程 组 


QT 一 一 0 (i= 1,2,.,n), 


Slnz, = lna. 
i=1 


由 (1) 得 z==( 和 之 )*. 代 人 (2), 得 。 Ina+ > 一 Im 二 
i=l i i=1 


二 Fe 二 \、 汪 i=1 
A 人 一 Q8 apei 一 (a Qi )5 3 Xi 一 (i = 1,2,.",n), 


显然 ,函数 “在 区 域内 部 达到 最 小 值 , 于 是 ,所 求 得 的 x 即 为 最 小 值 . 


(1) 


【3686】 已 知 在 平面 上 的 ”个 质点 Pi (zi ,yi1) ,Pz (zz ,yz2),… ,P(x ,Yr) ,其 质量 分 别 为 rm ,re tv， 


P(z,») 点 位 于 何 处 时 ,该 质点 系 对 此 点 的 转动 惯量 为 最 小 ? 
解 设 f(xy) 一 》 m[(z 一 xz)* 一 (y 一 y)?]. 解 方程 组 


1 一 】 


2m = 0， 
DAC 一 0 
得 z= Dm zi = 证 镁 my 
其 中 M= Dm. 
i=1 


当 zco 或 y 一 co 时 ,显然 [一 十 ce. 因此 ,点 P(xzo ,yo) 即 为 所 求 , 
【3687】 已 知 容积 为 Y 的 无 盖 长 方 浴盆 , 当 其 尺寸 怎样 时 ,有 最 小 的 表面 积 ? 


提示 设 浴盆 的 长 、. 帘 、 高 分 别 为 Tz、y、h, 由 题 意 ,我 们 应 求 函数 S 一 2(z 十 y) 六 十 zy 在 条 件 V 一 


ZzXyh (zx 之 0,y 汪 0,h>>0) 下 的 极 值 . 


解 ” 设 浴盆 长 . 宽 、 高 分 别 为 xz、y.h, 则 考 虚 聘 数 S 二 2(z 十 y)h 十 zy 在 条 件 V=xyh (z>0,y>>0,j>>0) 


下 的 极 值 . 
设 F(x,y,h) 二 S 一 A《(zyh 一 访 ). 解 方程 组 


aF _ 
一 y+2h 一 Ayh 一 0， 


9F _ oh—Arh=0, 
9y 


aF 
-2+ ary=0, 


(1),(2),(3) 可 改写 为 去 十 
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(1) 


(2) 


(3) 


3 
故 有 zo =% =2h = VV, 一 计 YV 一 六. 


从 实际 问题 的 常识 可 以 断定 ,一 定 在 某 一 处 达到 最 小 . 因此 , 当 长 宽 均 为 Y58 ,高 为 /了 时 ,浴盆 的 表面 积 


最 小 , 且 最 小 表面 积 为 S 一 3 WIV. 

从 数学 上 来 考虑 ,应 讨论 z+,u,h 趋 于 边界 的 情况 . 当 zx,y,h 中 有 任 一 个 趋 于 零 , 例 如 ,h> 十 0, 则 由 = 
Zz3? 户 即 可 断定 zy 一 十 ceo. 但 是 ,S>zy, 故 S 一 十 oo. 当 zx,y,h 中 有 任 一 个 趋 于 十 oo 时 ,一 定 引 起 至 少 有 另 一 
个 趋 于 零 . 重复 上 面 的 讨论 可 知 ,S> 十 co. 因此 ,连续 函数 S 必 在 区 域内 部 取得 最 小 值 . 

[3688】 横 截 面 为 半圆 形 的 无 盖 柱 形 浴盆 ,其 表面 积 等 于 S, 在 何 种 尺寸 下 此 盆 有 最 大 的 容积 ? 


解 设 圆柱 半径 为 ~, 高 为 /, 则 考虑 函数 V 一 于 rz 在 条 件 S 一 x(P 十 mh) (x>0,h>0) 下 的 极 值 . 
为 简单 起 见 ,忽略 系数 二 设 F 一 Ph 一 4( 必 十 rh 一 蕊 ). 解 方程 组 


3E 2h AC2r+h) =0, 
ar 


Ey st 

十 rh 二 一 
4| 一 S 二 S 
得 ?0 一 37， ho 2 37， 


从 而 有 Vo 二 2h 二 /人 S- 
9 2 om 27x° 


由 实际 情况 知 ,V 一 定 达到 最 大 体积 . 因此 , 当 如 2n 二 2/ 谱 时 ,体积 Vo 二/ 谍 -最 大 . 


从 数学 角度 看 ,由 六 十 呐 一 闻 知 ?和 rh 恒 有 界 . 当 r 一 十 0 或 h 一 十 0 时 必 有 V 一 0. 当 h 一 十 co 时 ,由 
rh 有 界 可 推出 r 一 十 0. 因而 V 一 0( 显 然 不 可 能 r 一 十 co). 于 是 ,体积 V 必 在 区 域内 部 达到 最 大 值 . 

【3689】 在 球面 十 y 十 zx 二 1 上 求 一 点 ,这 点 到 nn 个 已 知 点 1Mi(zi,yi,zi) (i 二 1,2,…,n) 距 离 的 平方 
和 为 最 小 . 

解 考虑 函数 zx 一 3 [Cz 一 zi ?十 (y 一 yi 十 (z 一 z1)?j 在 条 件 区 十 十 z= 二 1 下 的 极 值 . 

设 F(z,y;z) 二 wu 一 A(z? 十 y 十 z? 一 1). 解 方程 组 


JF 。 。 
3 2 ar | =2 [Cn— ix 25]=0, (GD 
=2 [Go A)y 27] 一 0， (2) 

n (3) 
了 一 2 [Ca A)z 2=] 0， 
xz! 十 十 xz 二 1， (4) 
加 1 < 1 忌 1 之 
由 (1),(2),(3) 得 zi ?一 二 1 Z yy sa 
代 和 人 (4) ,得 (Cn 一 1)2 一 (DY) Dy )+( s zi) =N: (N>0). 
i=1 i=1 i=1 
， 1 < ,1 /所 
于 是 ,得 TN YN OY “NH” 
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过 
让 
| 

之 | 
ii 
& 
= 
| 


一 1 1 一 1 i= 


从 而 ， 


u(r yx) 一 之 [Cx’—zi) ?TCy OO—y)’ T(z —z)’] 


二 n(x 十 y ?十 z ?3) 一 2x” » 2 一 2 S) Yi— 2 > i 十 y， (Zz 二 yy? 十 zz?) 
i=1 


i=] i=1 


= 一 六 [Oa) 十 (Pn) + Pa)’] +> (有 十 六 十 兴 ) 


二 n 一 2NN 十 >) (zx? 二 yi 二 zi). 


i=1 


同 法 可 求 得 u(x ,yy ,=n+2N++ > (zy te ur ,sy ,2 ). 
由 于 函数 在 闭 球 面 z’: 十 y 十 z* 二 1 上 连续 , 故 必 取 得 最 大 值 及 最 小 值 . 于 是 , 当 z= 二 xz 


时 ,x 最 小 (同时 也 证 明了 当 z 一 性,y 一 外 ,z 一 zx 时 ,最 大 ). 


【3690】 底面 相同 的 直 圆柱 体 与 直 圆 锥 体 拼 接 在 一 起 构成 一 个 物体 ,其 总 表面 积 Q 取 给 定 值 . 为 了 使 


此 物体 的 体积 为 最 大 , 求 其 尺寸 大 小 . 


解 ” 设 圆柱 部 分 的 底 半 径 为 R, 高 为 h; 圆 锥 部 分 的 母线 与 底面 的 夹 角 为 a, 则 有 xR? 


Q (常数 )(R 二 0,h>>0， 0O<c< 了 ). 考虑 函数 V(a,h,R)=xR’ ht 二 rR’ tane 在 上 述 条 件 下 的 极 值 . 


设 Flash,R) 一 3R'h+R'tana 一 A(R* 十 2Rh 十 节 - 一 怀 ). 解 方程 组 


COSa 


aF_ RR’ AR’sing 
ga cosza cosig ” 
9F_ ps 
于 3R’ —2RA==0， 
6Rh+3Rtane— (2R+2h+ ER )4—0, 
aR cosa 
R*+2Rh+ ER =Q. 
cosa x 


由 (2) 得 4 一 子 R. 代 和 人 (1) ,得 sino 一 二 由 于 0<c< 了 ; 故 由 sina 一 与 得 cosa 一 ， 


6Rh+ CR:=3R’+3Rh+ LR’, 


V5 V5 
R? 1 
二 R? 十 车 。 轩 二 (1 十 一 
即 Rh 二 R’ 十 或 h ( t+ 大)R 
” 2 一 3 :QQ 
代入 (4) ,得 R 二 (2+ 启 )R 十 启 R ~ 


: W511 AQ 
于 是 , R=*“ 一 入/ 半 ， 相应 地 ,有 


2 ,1 3 一 ,1 2 3 
Vo —nR’h+ aR’ tana (1 入 13 所 下 


加 5 _3+Y5 3 一 5 Q VW- /Q _v2C5 一 1) 
(+T 了 JRR 3 7 4 x ~ 12 


4 A 


现在 讨论 边界 情况 . 由 (4) 知 ,R' ,Rh 及 民 均 为 正 的 有 界 量 
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(1) 当 R=> 十 0 时 ,由 Rh 及 卡 


cosz 有 界 可 知 
=x(RDR+ 玉 (<  )Rsina->0. 
Ci) 当 > 十 0( 所 研究 的 体 退 化 为 圆锥 ) 时 ,需要 求 当 贺 锥 全 表面 积 xR* 十 下 -一 Q( 常 数 ) 时 图 锥 体积 


V— 计 xR' tane 的 最 大 值 . 用 ! 表 圆锥 的 斜 高 , 即 


一 Rk R’ 2 一 2 2 
“一 ， Rtana 一 一 民 V 上 一 民 


cosa COS a 
-一 —nR’ 了 2 2 — PZ 2_1 2 — 2 Q 
于 是 ,i 二 2 和 ， V=3xR VE 一 R’ , 故 V -QR (Q—2xR’) (0<R< 元) 


由 此 易 知 (从 而 V) 当 尼 一 息 ( 即 及 一 于 \/ 驴 ) 时 达 最 大 值 , 并 且 最 大 体积 Vi 一 二 A/ Q_. 不 难 验证 
区 工 6V2Y 开 


Vi<Vo. 
《前 》 当 有 hh 一 十 co 时 ,由 Rh 有 界 知 R 一 十 0. 由 ( i) 知 V 一 0. 


Civ) 当 a 一 于 一 0 时 ,由 民有 界 可 知 民 一 十 0, 由 (1) 知 V0. 
cosa 
Cv) 当 w-> 十 0( 所 研究 的 体 退化 为 圆柱 ) 时 ,可 以 求 得 达到 最 大 体积 的 尺寸 为 4 一 2R 及 Q 一 V54773 


(参看 1563 题 ) , 即 V: = 5 0 fe .不 难 证 明 V: <V。. 


综 上 所 述 ,我 们 得 到 当 R 一 过 人 一 / 忆 ,一 arcsin 三 时 ,所 研究 的 体积 V 达到 最 大 值 


v.28-DVE. 


【3691】 一 长 方 体 的 上 下 两 底 均 为 正方 形 , 分 别 与 同样 的 两 个 正四 角 锥 体 拼接 在 一 起 构成 一 个 物体 ， 
其 体积 V 取 给 定 值 . 当 四 角 锥 的 侧面 对 它们 的 底 成 怎样 的 倾角 时 ,该 物体 的 总 表面 积 为 最 小 ? 


解 ” 设 长 方 体 两 底 ( 正 方形 ) 边 长 为 <, 高 为 户 ,棱锥 侧面 与 底面 的 夹 角 为 c, 则 V=a 1 十 于 aatana 考虑 
函数 S 一 4ah 十 2 2 在 上 述 条 件 下 的 极 值 ， 


设 下 = S 一 Mazh 十 襄 tang 一 V). 解 方程 组 


区 = 人 4L+L 人 一 21ah 一 Ma2tana 一 0， (1) 


=4a—Aa! 一 0， (2) 


aF_2a’sing Aa’ 
ga cosia 3cos’a 


(3) 
azj 十 村 aatana 一 V. (4) 

由 (2),(3) 可 得 a 一 arcsin 也 , 同 3690 题 进一步 可 求 出 a 入 
类 似 3687 题 的 讨论 , 当 ae 一 十 0，a 一 十 co, Ah- 十 co, or 去 一 0 等 情况 均 能 证 明 S ~ 十 ce. 对 于 边界 为 
a 一 0 及 1 一 0 这 两 种 退化 情况 ,类似 3690 题 ,可 证 明 此 时 的 总 表面 积 比 。 一 arcsin 也 时 的 总 表面 积 为 大 . 于 


是 , 当 a 一 arcsin 时 ,物体 的 总 表面 积 最 小 . 
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【3692】 将 周 长 为 2p 的 和 矩形 绕 其 一 边 旋 转 , 和 矩形 所 扫 过 的 区 域 构 成 一 旋转 体 , 求 使 该 旋转 体 体积 为 最 
大 的 那个 矩形 . 

解 ” 设 矩形 的 边 长 为 zx 及 y, 则 考虑 函数 V 二 xyx 在 条 件 z 十 y==p 下 的 极 值 . 

设 F=V 一 A(x 十 y 一 p). 解 方程 组 


9 
到 一 一 人 一 0， 
9 
六 =2xzy 一 一 0， 
ZX 十 y 二 p 

得 zz 二 了 卫 , ,一 22 

得 zx 二 ,y= 


由 于 在 边界 上 ,一 边 为 零 ,一 边 为 p, 推 出 V=0. 于 是 , 当 和 矩形 的 两 边 分 别 为 妃 及 他 时 ,旋转 体 的 体积 最 大 . 
【3693】 将 周 长 为 2p 的 三 角形 绕 其 一 边 旋 转 ,三 角形 所 扫 过 的 区 域 构 
成 一 旋转 体 , 求 使 该 旋转 体 体积 为 最 大 的 那个 三 角形 . 
解 ” 如 图 6.43 所 示 , 以 AC 为 轴 旋 转 , 取 参数 :高 h 及 二 角 a、pB. 考虑 函 | 
B 一 
数 V 一 言 wh (tane 十 tanB) 在 条 件 -和 To 下 的 极 值 . 全 
为 计算 简单 起 见 , 略 去 常数 二 . 设 F 一 局 (tana 十 tan) 一 A( 下 -十 地 5 十 


cosa cosB 


htana 十 htanB 一 2p). 解 方 程 组 


I 3h (tangt tang) —A a(t mcat tanattang) =—0, (1) 加 C 
(ts) -0 2 
-g(t ss)=0, (3) 
"(pe pt ete) (4) 
由 (2) 及 (3) 得 "一 8 及 1) 一世 二 Tg 代入 (1) 式 ,得 sina 一 sing 一 二 .于 是 ,htana 一 3 一, 代入 (4) 式 ， 
即 得 -一 子 p 从 而 ,得 三 边 分 别 为 ”AB= BC 六 pp， AC2htana 一 此 ， 


COSa 


2 
讨论 边界 情况 . 当 一 十 0 或 一 户 时 ,显然 有 Y 一 0. 对 于 二 角 w 及 有 必 有 大 小 限制 :0 生 s<< >， 


一 co 委 Ac( 注 意 ,8 的 方向 规定 不 同 ) , 当 a 一 十 0 或 a 0 或 Bh 一 a 时 ,同样 均 有 V0. 于是, 当 三 角 


形 的 三 边 长 分 别 为 名,: 字 及 2 池 , 并 绕 长 为 鼠 的 边 旋转 时 ,所 得 的 体积 最 大 . 


【3694】 在 半径 为 RR 的 半球 内 作出 具有 最 大 体积 的 内 接 长 方 体 . 

解 不妨 设 此 长 方 体 的 一 个 底面 与 半球 所 在 的 底面 重合 ,另外 四 个 顶点 在 半球 球面 上 , 且 半 球面 在 直 
角 坐 标 系 下 的 方程 为 z? 十 yy 十 xz? 二 R? ,zx 之 0. 又 设 长 方 体 的 长 、 宽 、 高 分 别 为 27、2y 及 z(z>0,y>0,z>0). 
考虑 函数 V 王 4zyz 在 上 述 条 件 下 的 极 值 . 设 下 xyz 一 A(x’ 十 十 xz? 一 R’). 解 方程 组 


aF _ _ 
I7 YT 2AZz 一 0， 


goF 加 
5 一 24y 一 0， 
ooF  。 
Eb 2Az 一 0， 
十 yy 十 z: 一 R? 
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可 得 z=y=z= 卫 . 


V3 . 

由 于 在 边界 上 ( 即 x 十 0 或 y> 十 0 或 z> 十 0 时 ) 显 然 V 一 0, 帮 当 长 方 体 的 长 , 宽 、 高 分 别 为 结 ， 近 及 
及 
疗 时 ,其 体积 最 大 ， 


【3695】 在 已 知 的 直 圆 锥 内 作出 具有 最 大 体积 的 内 接 长 方 体 ， 
解 不 妨 设 直 圆 锥 的 底面 半径 为 R, 高 为 万 , 且 长 方 体 的 一 个 面 与 直 圆 锥 的 底面 重合 ,两 个 边 长 为 2z 
和 2y, 四 个 顶点 在 直 圆 锥 面 上 ,高 为 z. 过 直 圆 锥 的 高 和 长 方 体 底 面 的 对 角 线 作 一 截面 ,如 图 6. 44 所 示 , 则 
CD= H,EK=FG=z,AD=R,DE= Vz 二 ,(H 一 z)R=H Vzz 二 到 (R、 为 常数 ). 
考虑 函数 V 一 4zyz 在 上 述 条 件 下 的 极 值 (z>0,y 盖 0,z>0)， 


C 
天 G 
A E D F B 
图 6. 44 
为 计算 简单 计 , 略 去 常数 4. 设 FF=xyz 一 AL 日 V 关 十 天 一 (五 一 z) 玉 ]. 解 方程 组 
aF_ __AHzx 一 0 (1) 
az VT 
并 -AM -0 (2) 
9y VE 到 
aF (3) 
32 XY AR=0, 
(H—z)R=H Vz’+y. (4) 
由 (1D、(2) 得 4 一 y, 代 人 (3), 得 z 一 y 一 VE. 又 由 (1) 可 得 :于 后 -将 .yz 代入 (得 一 -一 


害 VR , 解 之 得 1 一 R, 从 而 有 zy 一 人 R， z= 计 HH; Vv-rh 
显然 ,在 所 论 区 域 的 边界 上 ( 即 * 十 0 或 > 十 9 或 = 十 0 时 ), 有 V0, 故 当 长 方 体 的 高 等 于 圆锥 高 
的 计时 ,其 体积 最 大 . 


【3696】 在 椭 球 握 十 梁 十 握 二 1 内 作出 具有 最 大 体积 的 内 接 长 方 体 . 
解 ” 此 长 方 体 的 对 称 中 心 为 原点 . 设 其 一 个 顶点 为 (zy,z) , 按 题 意 ,考虑 函数 V8zyz 在 条 件 五 十 3 


+ 和 =1 (z>0,y>>0,z>0) 下 的 极 值 . 为 计算 简单 计 , 略 去 常数 8. 设 F=- zyz 一 1( 互 互 十 六 十 邱 一 1D)， 解 方程 组 
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区 a b C 8 
Li Li i ,1 \ 一 b . 
得 后 > 万 万 这 时 Y 3 
现在 讨论 边界 情况 . 当 x>a 一 0,y->6b 一 0,z->c 一 0 中 有 任 一 个 成 立时 , 则 另 两 个 变量 必 篆 趋 于 零 ; 又 若 


Zz,yz 中 有 一 个 趋 于 零 时 , 则 体积 V 趋 于 零 . 总 之 ,在 边界 上 , 恒 有 V 一 0. 于 是 ,具有 最 大 体积 的 长 方 体 的 
2 2 2c 
长 , 宽 , 商 分 别 为 天 ， 和 2， 闪 ， 
【3697】 直 圆 锥 的 母线 1 与 底 平 面 成 倾角 a. 试 在 此 直 圆 锥 中 作出 具有 最 大 全 表面 积 的 内 接 长 方 体 . 


解 ” 设 圆锥 的 底 半 径 为 R, 高 为 吾 , 则 有 R 一 Icosc, 刀 一 fsina, 姑 一 tana, 内 接 长 方 体 的 放置 方法 与 3695 


题 相同 . 设 底面 的 两 边 分别 为 2deosg 和 2dsin9, 高 为 h, 则 0<d<R,0<h<H,0<0< 呈 ,上 且 h,d 由 条 件 


H—h_d 
-二 “一 县 约 束 ,此 条 件 可 改写 为 
dtanat+h= H= lsing. 


所 求 的 全 表面 积 为 S=4(d?sin29 十 dhsinb 十 dhcos9). 
(i ) 固定 4 和 有 ,考虑 S==S(0) 的 变化 情况 . 由 一 元 函数 极 值 求法 ,不 难 断 定 , 仅 有 S' (本 ) 一 0 S( 站 在 


也 处 达到 最 大 值 S 一 4(d 十 V2 dh) , 即 底面 为 正方 形 时 ,S 才 取 得 最 大 值 . 因此 , 原 问题 可 化 为 在 条 件 dtana 


十 h 二 lsing (d 之 0,h>>0) 下 , 求 函数 S=4(d? 十 V2 qh) 的 极 值 . 
(ij) 此 问题 的 边界 值 : 当 d-> 十 0( 此 时 有 一 昌 一 0) 时 ,显然 S 一 0; 而 当 h 一 十 0( 这 时 d 一 RR 一 0) 时 ， 
S 一 4R”. 在 后 一 种 情况 下 ,全 表面 积 退 化 为 上 、 下 两 个 正方 形 面积 之 和 . 
〈 诈 》 在 区 域内 部 , 设 FF 二 4(d? 十 V2 4h) 一 A(dtana 十 h 一 lsina). 解 方程 组 
aF 


F784d+4V2h—Atana=0, (1) 
aF_ 一 (2) 
ak 4V2d—4=0， 
dtanah= lsina. (3) 
由 (2) 得 4 二 4Y24d, 代 入 (1) ,得 
六 一 (tana 一 V2 )d. (4) 


由 儿 >0 及 d>0 知 , 当 tana<V2 时 ,方程 组 在 所 研究 的 区 域内 无 解 . 此 时 ,S 的 最 大 值 必 在 边界 上 达到 , 即 在 
/> 十 0 时 达到 4R?. 当 tane>V2 时 ,将 (4) 式 代入 (3) 式 ,可 得 


lsina ， h= Lsing tana 一 V2 . 

2tana 一 V2 2tana 一 V2 

222 sina 2Rztan2za 
2 S=4(d’ 十 Y24dh) 一 一 一 一 二 上 一 一 —. 
此 时 V2 V2tana 一 1 V2tana 一 1 
由 于 (tana 一 V2)2: 一 tanza 一 2(V2tana 一 1) 之 0， 


故 亡 De >2. 从 而 ,'S>4R'，, 即 在 该 点 的 值 大 于 边界 上 的 值 . 因此, 它 为 最 大 值 .于 是 , 当 tana>Z, 长 方 
al 


、 ， 工 -zsina _ tana 一 V2 。 
体 底面 为 正方 形 , 边 长 为 2dsin 于 一 万 号 2- , 商 Asine Je 下 二 时 ,全 表面 积 为 最 大 
【3698 在 枉 贺 地 物 面 三 一 宝 十 所 和 z 一 c 所 围 区 域内 作出 具有 最 大 体积 的 内 接 长 方 体 . 


2 
提示 。 设 长 方 体 的 长 . 宽 、 高 分 别 为 2z， 2y 及 一 c 一 x， 由 题 意 , 我 们 应 求 函 数 V 一 4TyCc 一 zx) 在 条 件 汪 
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十 划一 二 (zx>0,y>0， 0<<z<<c) 下 的 极 值 . 
解 ” 设 长 方 体 的 长 . 宽 、 高 分 别 为 2r, 2y 及 六 = 一 =, 则 按 题 设 考虑 函数 VY 一 4z) 一 4zy(c 一 z 在 条 件 


各 十 站 = 二 (zx>0,y>0， 0 二 z 过 c) 下 的 极 值 , 


为 计算 简单 起 见 , 作 下 时 上 略 去 常数 4. 设 FF 一 zy(c 一 z) 一 X( 要 十 凑 一 三). 解 方程 组 


aF x 
到 一 2(c z) 24 二 0， 


(1) 
aF 
3y x z) 4 说 0. (2) 
2 一 zy 十 守 =0， (3) 
Ea (4) 
CQ ty ec 


代入 (4) 式 ,可 得 x=， y 


由 于 边界 上 V 趋 于 零 , 故 长 方 体 的 最 大 值 必 在 区 域内 达到 . 于 是 , 当 长 方 体 的 尺寸 分 别 为 a、b 及 分 时 ， 


其 体积 最 大 . 
【3699】 求 点 Mo (zo ,yo ,zo) 至 平面 Ax 十 By 十 Cz 十 D 一 0 上 的 点 的 最 短 距离 . 
提示 ”由 题 意 , 我 们 应 求 函 数 放 二 (x 一 Xz0) 人 ?十 (y 一 yo)? 十 (z 一 zo)? 在 条 件 Ar 十 By 十 Cz 十 D 二 0 下 的 
极 值 . 
解 ” 按 题 设 , 我 们 求 函数 六 二 (x 一 zx0)? 十 (y 一 yo 十 (z 一 zo)? 在 条 件 Az 十 By 十 Cz 十 D==0 下 的 极 值 . 
设 FE(Cz,y，z) 一 寺 十 1(Az 十 By 十 Cz 十 D). 解 方程 组 


F207 zx)+AA—0, (1) 
d 工 
aF 
ay— 2» +aB=0. (2) 
3 
E22—20)+AC=0， 《3? 
Az+By+Cz+D=0. (4) 
由 (1) .C2) .3) 可 得 一 zo 一 方 XA， y 一 % 一方 AB， zx 一 zw 一 去 4C. (5) 


_2(4zo 十 By 十 Czo 十 局 ) 
代入 (4) ,得 A 


将 (5),(6) 代 人 二 (zx 一 X00 十 (y 一 yoo) 十 (z 一 zo0)* 中 ,得 
y= |Azo 二 Byo 十 Czo 十 DD| 
当 xz,y,z 中 有 任 一 个 趋 于 无 穷 时 ,r 趋 于 无 穷 .因此 ,在 区 域内 ”~ 必 取 最 小 值 . 
于 是 ,点 Mo (zo ,Yo ,zo) 至 平面 Az 十 By 十 Cz 十 D 二 0 上 的 点 的 最 短 距 离 为 
= |Azo+ ByotCzotD| 


(6) 


A 二 + 十 C? 
【3700】 求 空间 二 直线 
ZX YN 2 XY 
m1 ni pi ” m2 ns pz 
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之 间 的 最 短 距 离 . 

解 显然, 当 两 直线 不 平行 时 ,直线 上 一 点 趋 于 无 穷 远 处 时 ,与 另 一 直线 上 各 点 的 距离 ,都 趋 于 无 穷 . 因 
此 ,不 平行 两 直线 的 最 短 距 离 必 在 有 限 处 达到 . 

为 了 书写 简洁 ,我 们 采用 向 量 的 表达 形式 .用 


ni (二 Lt 十 rn。 表示 直线 Te (1) 
户 (9 一 4 十 ra 表示 直线 了 一 一 (2) 
其 中 zs 为 参数 ， h= (m,n ,pl}, l= (mz ,nz ,ps }， 
rio = {X119Z1}, rz0— {x2 ,Y2 yz2 }. 
又 记 ro=rio 一 rzo 一 (ZI 一 Zayyl 一 yyzl 一 zz }. 
始 端 在 直线 (2) 上 ,终端 在 直线 (1) 上 的 向 量 为 : 
u(t,5) = (httrio)— (st ro) = bt— lstro. (3) 


本 题 即 求 |u(z,s) | 的 最 小 值 , 它 必 在 有 限 的 1,s 上 取得 . 令 
w= |u(t,s)|: = | bstrol: = + m2 . Ls)st+ 2 . ro)t—2(L, . ro)s, 


其 中 {= "i, B=l，L, =ro * po. 
w 取得 极 值 的 必要 条 件 为 
一 2[8t 一 人 hs+ Ch :r=0, 5 一 2[185 Ch tC 0)]=0. 
由 此 可 解 得 唯一 的 临界 点 (to 50 ) ; 
#0 sro)— Ch * L)(l* ro) HC ro)— Ch * LDC » ro) 
° BE * lL) ” BB Lb) ， 


于 是 ,|u(io ,so)| 即 为 所 求 的 最 短 距离 . 下面 计算 iulto ,so)|. 令 
Hh*L), 
显然 有 
八 八 
全 =| | 于 一 [cosG 2) 下 一 用。 | 有 12sinm Ch,L)=|h XL | 
即 A 二 | Xu. 将 如 及 % 代 入 (3) 式 ,得 


Un) 一 一 直人 mm) [有 一 人。 用) 一 起， 证 ) [一 (5 DhItr. 
通过 计算 ,不 难看 出 
ulto ,50) . 一 一 记 ( . ro L227 Oo— Ch 机 J] 一 让 (4 . ro) LU? Ch 。 Ll)— (Lh 机 1.)23 + (ro * Lh)=0, 
ulio ,so0) * L,=0. 
因此 ,得 知 ulto ,so0) /lh XL. 
ix! 
令 m 一 1 人 2, 则 
|mo | 一 1， 
ZI TZ2 YY ZX 
。 (Lx! 1 
| 一) 一峰 oh 21 -+ 圭 mi nl pi 国 
m2 nz ps: 
其 中 sf Pr |, 
m2 nz n: pp: ps mz: 


且 正 负 号 的 选取 保证 所 得 结果 为 正 值 . 
【3701】 求 抛 物 线 y 一 x* 和 直线 x 一 y 一 2=0 之 间 的 最 短 距 离 . 
提示 设 (zxi,y1) 为 抛物 线 ?一 好 上 任 一 点 ,(xz ,yz) 为 直线 工 一 y 一 2 二 0 上 任 一 点 . 由 题 意 ,我 们 应 求 
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肖 数 下 二 (Xz 一 ZX1)? 十 (yz 一 1)? 在 条 件 yj 一 Xx? 一 0 及 zs 一 ys 一 1 二 0 下 的 极 值 . 
解 ” 设 (zi ,yi) 为 抛物 线 ?一 上 任 一 点 ,(zz ,yz) 为 直线 x 一 y 一 2 二 0 上 的 任 一 点 . 按 题 意 ,我 们 应 求 
函数 
=(x2— ZX) 二 (ys CO— y1)’ 
在 条 件 y1 一 X= 二 0 及 x 一 yz 一 1 二 0 下 的 极 值 . 显然 ,由 几何 知 , 当 两 点 (xi ,yi) 和 (zx; ,yz) 至 少 有 一 伸 向 无 
穷 时 ,r 也 必 趋 于 无 穷 大 , 故 ”的 最 小 值 必 在 有 限 处 达到 . 
设 FGziyz yyyy) 一 天 十 1 (太一 好 7) 十 Ms (xz 一 yz 一 2). 解 方程 组 


2 2Cz1—z1)—2N x =0, 
=2( i) +h 0， 
其 =-2(y yh 0， 
六 2 y1) 一 A 二 0， 


1 1 11 
得 唯 的 一 组 解 x1 二 也 ，>' 4 8g’ 


于 是 ,所 求 的 最 短工 离 为 nn 一/ (号 一 支 ) 二 (一 二 一 十) 一 -了 5. 


〖3702】 求 有 心 二 次 曲线 Ax: 十 2Bxy 十 Cy =1 的 半 轴 . 

提示 注意 原点 (0,0) 即 为 曲线 的 中 心 . 由 题 意 , 我 们 应 求 函 数 u= 二 XZ? 十 yy 在 条 件 AZ 十 2Bzy 十 CY 一 
1 下 的 极 值 . | 

解 设 (zo ,Yo) 为 二 次 曲线 Az’ 十 2Bzxy 十 Cy? 二 1 上 的 点 , 则 (一 zo ,一 yo) 也 为 该 曲线 上 点 . 因此 ,原点 
(0,0) 即 为 曲线 的 中 心 . 按 题 意 , 应 求 函数 x 二 xz! 十 y 在 条 件 Az: 十 2Bxy 十 Cy = 二 1 下 的 极 值 . 

设 下 = 二 十 一 A4(Ax’: 十 2Bxy 十 Cy 一 1). 解 方程 组 
aF 


方 一 (AAA 一 1)z 十 By 一 0， 
1 


ox 
> Bz+ AC—Dy=0， 
Azz 十 2Bzy 十 CC 光一 1， 
要 上 述 方程 组 (前 面 的 两 个 方程 ) 有 非 零 解 ,X 必须 满足 二 次 方程 
24—1 4B 
2B i 
由 题 设 知 二 次 曲线 为 有 心 的 ,因此 AC’ 一 B? 冯 0. 
由 方程 (1) 可 求 得 两 根 和 1 和 Az (1 之 42). 将 4 的 值 代入 方程 组 , 求 得 对 应 于 的 解 (z ,yi) 及 对 应 于 
的 解 (zxz ,yz). 相应 地 ,有 
ulzis9)=xi 二 y=xz[A(ArtBy)li+y [ABrtCy)]=Ai (Azri 2Br yt Cy )=N, 
同 理 u(x ,yz) = zi 十 yy 二 Ay. 
(1 ) 当 AC 一 B>>0 且 4A 十 C>0( 或 4A>0) 时 ,由 (1) 解 得 
一 (4 十 C) 土 WA 十 CD 一 404C 一 忆 ) 、0， 
2(AC—B’) 
即 有 久之 Xz 之 0. 显然 的 最 大 值 及 最 小 值 必 在 区 域内 达到 . 因此 ,Xi 及 Xz 分 别 为 w 的 最 大 值 及 最 小 值 . 此 
时 ,所 对 应 的 曲线 为 椭圆 ,长 . 短 半 轴 的 平方 分 别 为 和 及 加. 当 ) 一 ia(A 一 C,B 一 0) 时 为 圆 ， 
当 A 十 C<0( 或 A<0) 时 ,两 根 i 均 为 负 , 相 应 曲线 无 轨迹 . 


二 0. (1) 


4 


(Ci ) 当 AC 一 尼 <0 时 ,>0<0. 此 时 只 有 一 个 极 值 1. 对 应 的 曲线 为 双 曲 线 .Xi 为 实 半 轴 的 平方 
(hs 表面 上 无 意义 ,但 实质 上 为 虚 半 轴 的 平方 ), 其 中 特别 是 B=0 时 ,曲线 退化 为 一 对 相交 直线 . 

【3703】〗 求 有 心 二 次 曲面 Ax’ 十 By 十 Cz 十 2Dxy 十 2Eyz 十 2Fxz 二 1 的 半 轴 . 

解 同 3702 题 可 知 , 曲 面 的 中 心 为 (0,0,0). 按 题 意 ,达到 曲面 半 轴 的 点 (z,y,z) 一 定 是 函数 wxCzyyyz) 
三 如 十 十 x? 在 条 件 Az’ 十 By 十 Cx’ 十 2Dxy 十 2Eyz 十 2Fxz 一 1 下 的 临界 点 (但 不 一 定 是 极 值 点 , 例如 , 椭 
球面 的 中 间 轴 所 在 的 点 ). 

设 F=wu 一 A(Ax’ 十 By 十 Cz 十 2Dzxy 十 2Eyz 十 2Fxz 一 1). 解 方程 组 


1 aF 
一 了 a (AAA 一 1)z 十 1Dy 十 人 下 > 一 0， 


一 工 
2 


站 =ADz+ (AB—1)y+TAEz=0,， 


1 aF 
一 丈 元 一 AMFzTAEy 十 (CAC 一 1)z 一 0， 


Azr’++By’ 二 Cz:+2Dzry+2Eyz+2Fzxz=1. 
要 上 述 方程 组 (前 面 的 三 个 方程 ) 有 非 零 解 ,4 必须 满足 三 次 方程 
)A 一 1 AD AF 
aD 4B—1 2E 
AF AE AMAC 一 1 
设 三 根 为 A 之 A 之 hs. 对 应 于 此 三 根 可 求 出 满足 方程 组 的 临界 点 . 与 3702 题 相同 ,可 证 明 在 这 些 临界 点 处 x 
(zy,z) 的 值 丛 为 和 (一 1,2,3), 即 为 曲面 半 轴 的 平方 (严格 地 说 , 当 居 <0 时 不 能 认为 它 是 半 轴 的 平 
方 ). 
与 二 次 曲线 的 情况 类 似 ,根据 4; 的 正 负 可 讨论 曲面 半 轴 的 虚 、 实 等 问题 ,这 对 熟悉 二 次 曲面 分 类 的 读 
者 无 实质 性 的 困难 ,因此 ,省 略 掉 这 些 烦 琐 的 讨论 . 


【3704】 求 用 平面 Az 十 By 十 Cz 一 0 与 柱 体 五 十 六 二 1 相交 所 成 楷 加 的 面积 


解 我们 只 要 确定 所 得 椭圆 的 长 短 半 轴 a 及 5, 即 可 按 公式 S=r a 5 求 得 椭圆 的 面积 . 
注意 到 原点 (0,0,0) 在 原 椭圆 柱 面 的 中 心 轴 上 , 且 截 平面 Ax 十 By 十 Cz 二 0 又 通过 它 . 因此 ,原点 是 截 线 
椭圆 的 中 心 , 从 而 长 短 半 轴 a 及 5 的 平方 a 及 如, 分 别 为 函数 w= 二 zz 十 十 z? 在 条 件 Ar 十 By 十 Cz 二 0 及 


2 、 
T+ =—l 下 的 最 大 值 和 最 小 值 . 设 
Bd y 
F=ut24(Az+By+Cz) 一 py( 委 十 闪 一 1 ) 


于 是 ,达到 最 大 值 .最 小 值 的 点 的 坐标 必须 满足 方程 组 


去 站 = (1 一 冀 )y>+AB-0， (2) 
3 et (3) 
Az 十 By 十 Cz 一 0， (4) 
1 ‘9 


将 (1).(2).(3) 三 式 分 别 乘 以 zy.z 后 ,然后 相 加 ,得 zx 十 y: 十 z? 二, 即 从 方程 组 可 解 得 u(x,y,z) 一 jx. 由 
(1) (2) (3) (4) 知 , 若 要 zy,z 及 ) 不 全 为 零 ,w 必须 满足 下 列 方程 (同时 py 只 要 满足 下 列 方程 ,临界 点 
(zyyz) 也 一 定 有 解 ) : 
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a 
0 1 一 在 0 了 |=0 
0 0 1 C 
A B CD 
2 2 2 2 
展开 后 ,得 一 (入 + 合 + 所 + 化)wt+ CA?+Br+C) 一 0 
此 方程 有 两 正 根 . 显然 即 为 最 大 值 及 最 小 值 a? . 赃 . 由 韦 达 定理 知 
sab A+B + 
Zp:—2 《 万 ) ， 
_ _ 5 困 
故 椭圆 面积 xa5 一 < 二 下 十 C (cp0). 


1CI| 
当 C=0 时 ,平面 Az 十 By 一 0 过 Oz 轴 , 显 然 得 不 到 椭圆 截面 . 
Kk3705】 求 用 平面 Zcosa 十 ycosp 十 zcos7 一 0 (其 中 cos:a 十 cos28 十 cos27y 一 1) 


与 椭 球 执 + 算 + 所 <1 
相交 所 成 截面 的 面积 . 
解 ”截面 为 一 椭圆 . 与 3704 题 一 样 ,我 们 只 要 先 考虑 明 数 u 二 xz! 十 y 十 zx? 在 条 件 


rx: 2 Z2 
xcosa 十 ycosB 十 bcosy 二 0 及 过 十 凑 十 = 1 


下 的 极 值 (a 守 0,6 汪 0,c 二 0). 

、 zr yx 

设 FF 二 w 十 2h1 (zcosa 十 ycos8 十 zcosy) | 5 + 小 十 握 一 1) 解 方程 组 
立宪 = (1 一 等)z+Xicosa=0， (1) 
去 芳 = (1 一 途 )y+hicosp=0， (2) 

9 
方 = (1 一 等 )ztaicosy=0， (3) 
ZCosa 十 ycospB 十 zcosy 一 0， (4) 
2 2 2 

过 十 次 十 吉 一 1. (5) 


将 (1),(2),(3) 三 式 分 别 乘 以 zx,y,z, 然 后 相 加 , 即 得 wu 二 xz? 十 y 十 z? 二 A2. 
由 (1)、(2)、(3)、《4) 知 ,车 要 zx、y、z 及 1 不 全 为 零 ,z 必须 满足 下 列 方程 


1—— 0 0 cosa 
a 
和 
0 1 py 0 cosp 0. 
0 0 1 一 和 cosy 
c 
cosa cosB cosy 0 


展开 整理 得 
cos?a , cos:B ，coszy cosza ，coszo2 | cos:B , cos:B, cosiy , cos:y 
(入 + + )* ( 2 十 cs 全 十 2 和 +S2SA 十 SS 十 各 5 十 1 一 0， 
此 方程 有 两 正 根 , 显 然 即 为 椭圆 的 长 短 半 轴 的 平方 a? .57. 由 韦 达 定理 知 
a?b?c? 
a?costat bcos’B+e cos’y 


CQ2D2 一 
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于 是 ,所 求 椭圆 的 面积 为 Srabd=— be 
Ma’cosiatbcos B+ cosy 


【3706】 根据 费 马 原理 , 光 在 最 短 时 间 内 从 一 点 传播 到 另 一 点 . 

假定 点 A 和 点 B 位 于 交界 面 为 平面 的 不 同 的 光 介 质 中 ,并 且 光 的 传播 速度 在 第 一 种 介质 中 等 于 vi ,而 
在 第 二 种 介质 中 等 于 w , 试 推出 光 的 折射 定律 . 

解 ” 如 图 6. 45 所 示 ,光线 从 点 A 射出 , 沿 着 折线 AMB 到 达 点 B. 由 A、B 作 垂 直 于 i 的 直线 AC 及 
BD ,并 与 直线 ! 交 于 点 C 及 点 DD. 设 AC 一 a,BD 一 b,CD 一 d. 选择 角度 a,8 为 变量 , 则 


AM= -2-， BM= -2 ， CM= atana, MD= btanp. 
cosa cosp 


于 是 ,我 们 的 问题 就 是 求 函 数 


a b 
vicosa wzcosp 


fla,B)= 


在 条 件 atana 十 btan8 一 d 下 的 最 小 值 ,其 中 一 二 <a< 了 ,一 款 <B< 王 ,( 当 M 在 C 与 忆 之 间 时 ,>>0,p8> 
0; 当 M 在 点 C 的 左边 时 ,ao<0,p8>0; 当 M 在 点 卫 的 右边 时 cc>0,8<0). 显然 Fa,B) 是 连续 函数 ;又 当 a 一 
也 一 0 时 (这 时 点 M 从 右边 伸 向 无 穷 远 ,8 一 一 子 十 0) ,显然 Fo, 人) 一 十 co 当 a 一 到 十 0 时 (这 时 点 M 从 


界 点 . 设 


下 一 一 和 十 一 和 Katana 十 ptang 一 GD) 


vicosa vicosp 


aF _ asina Aa 
da Vicosig cosia 


aF _ bsing _ Ab _ 
98 wacosB cosp 


注意 到 由 


9 


即 得 sine 一 )， sing—_. 
于 是 ,在 临界 点 必 满 足 一 图 6.45 
由 此 可 知 , 光 的 传播 路 径 必 满足 上 面 的 关系 . 这 就 是 著名 的 光线 折射 定律 .此 时 ,由 点 A 到 点 B 的 光线 传播 
所 需要 的 时 间 最 短 . 

【3707】 一 折射 棱镜 的 折射 角 为 ,折射 率 为 ”光线 以 怎样 的 人 射 角 射 向 此 棱镜 侧面 ,其 偏向 角 ( 即 人 
射线 与 出 射线 之 间 的 角 ) 为 最 小 ? 求 此 最 小 偏向 角 . 

解 ” 如 图 6.46 所 示 ,ABC 为 棱镜 . 人 BAC 一 a 为 棱镜 项 角 ( 即 棱镜 的 折射 角 ),DE 为 人 射 光线 ,折射 后 
从 下 点 折射 出 棱镜 ,射出 线 为 FG. IH 和 JH 分 别 为 人 射 点 和 射出 点 的 法 线 , 它 们 相交 于 HCIH LAC,JH 
了 AB). 入 射线 DE 的 延长 线 DM 与 射出 线 的 反 向 延长 线 FL 交 于 K. 令 人 DEIB, 人 GFJ 一 y, 人 GKM= 
6, 人 HEF=A, EFH=p. 


按 题 意 即 问 ; 当 B 在 (0, 也 ) 之 间 的 一 定 范围 内 变化 时 ,8 何 时 达到 最 小 值 . 这 本 是 一 元 函数 的 极 值 问 
题 , 然 因 奉 涉 的 变量 关系 太 多 ,因此 把 它 看 作 多 元 函数 的 条 件 极 值 问题 . 


由 折射 定律 (3706 题 ) 可 知 ，: 
sinB= nsinA, (1) 
siny= nsing. (2) 
由 几何 关系 不 难 求 出 a、B、Y.6.4 及/ 之 间 的 关系 : 
A+p=a (3) 


3 一 8 十 7 一 w (4) 


图 6. 46 
由 于 a 为 常数 , 故 从 (1)、(2)、(3)、(4) 四 式 中 消去 Ap 及 Y 就 得 到 6 作为 8 的 函数 . 令 
F(B,Y 0 一 8 二 7 一 ax 十 (sing—nsinA)+ kz (nsinp— siny) + ka (A p— oa). 
临界 点 适合 下 列 方程 组 


aF 


55 1 十 Ricosp 一 0， 《5) 
aF 
7 1 kcosy =0, (6) 
如 一 一 ncosh 十 一 0， (7) 
aF 
Bn kncospt ks =0. (8) 
由 (7)、(8) 消 去 &s ,得 Ri cosA 一 — kz cosp. (9) 
往 pp 一 lp—_l. 和 
由 (5)、(6) 得 后 一 op’ kz 5657* 代 人 (9) ,两 边 平方 , 即 得 
cos:A_ cosip | l—sinmA_ 1 一 sinzp (10) 
cosiB cos27 1 一 sin28 1 一 sin27 
ain2 _ im2 
将 (1)、(2) 代 人 (10) ,得 和 一 
nsinAa ln sin pg 
整理 后 得 (于 一 1)(sin2) 一 sin2po) 一 0. 


由 于 0<A<- ,0<p< 了 , 故 sinA 一 sinw 或 一 人 代 人 (3) ,得 1 一 pz 一 瑟 . 从 而 ,8 一 7 一 arcsin(7zsin 了 ). 于 


是 ， 6 一 6 十 7 一 一 2arcsin (nsin 并 ) 一 


2 
所 求 得 的 8 即 为 唯一 的 临界 点 . 
根据 物理 知识 ,作为 本 题 所 讨论 的 对 象 : 顶 角 较 小 的 分 光 楼 镜 , 在 区 域内 确实 存在 着 最 小 的 折射 . 于是， 


当 人 人 射 角 B= arcsin (nsin 妆 ) 


时 , 则 6 一 2arcsin (nsin 各) —a 


应 为 最 小 偏向 角 . 至 于 作 其 他 用 途 的 各 种 棱镜 ,光线 的 折射 路 径 不 仅 与 项 角 有 关 , 面 且 大 部 分 与 整个 棱镜 的 
构造 有 关 ,这 已 不 属于 本 题 所 考虑 的 对 象 , 因 而 ,也 不 再 对 它们 进行 讨论 . 

【3708】 变量 xz 和 y 满足 系数 待定 的 线性 方程 y 王 az 十 5， 
经 过 一 系列 精度 相同 的 测量 ,对 于 量 x 和 y 得 到 值 zi,y (i 二 1,2,…,n). 

利用 最 小 二 乘法 , 求 系数 a 和 8 的 最 可 靠 数值 . 


提示 ”根据 最 小 二 乘法 ,系数 4 和 65 的 最 可 靠 数 值 是 这 样 的 ;对 于 它们 ,误差 的 平方 和 M 一 2 (axzi 十 


b— yi)? 为 最 小 . 
解 ”根据 最 小 二 乘法 ,系数 和 8 的 最 可 靠 数 值 是 这 样 的 :对 于 它们 ,误差 的 平方 和 
AM 一 >) (azib— yi)’ 
i=1 
为 最 小 . 因此 ,上 述 问 题 可 以 通过 求 方 程 组 


一 2 2) Cari tb— yi) x 一 0， 
i=1 


一 2 Cor +6—y) 一 0 
的 解 来 解决 . 记 


[zx,»j= 2 Ti it， [zz] 一 2 zi, [x,1]= 2 xz; [y;,1j= > yi 
则 上 述 方程 组 化 为 
人 
aLz,1lj 十 pr 一 [y,1]. 


系数 行列 式 
[z,z] [zx,1] 
= Da (Ds ; ) 2 一 DD D2 Da Xj 二 >， Cz xz)’. 
[z,1] 1 1 
当 A 关 0 时 ， 方程 下 有 险 一 的 一 组 解 , 且 
[zxz,y] [zx,1| n 
| 人 
Qa 二 [x ,x [x,1] Dz)? » 
[x,1] n i 
[z,z] [zy 
| (Da) 
0 一 二 工 - 上 -| 一 i=1 i=1 i=1 i=1 , 
[zz [x,1| Dz — 2))? 
[zx,1] n Wu 


显然 ,此 时 MM 为 最 小 . 因此 ,上 述 a 和 5 即 为 所 求 . 
【3709]】 在 平面 上 已 知 x%w 个 点 Mi (ziyyi)(i 一 1,2,…,n). 直线 xcosa 十 ysina 一 pp 二 0 在 怎样 的 位 置 时 ， 
这 些 点 与 此 直线 的 偏差 的 平方 和 为 最 小 ? 


解 ” 已 知 点 与 直线 的 偏差 平方 9M(e,p) 一 》 (Cx,cosat ysina—p)?. 
i=1 


记 
5 过 2 7- 过: > yi. 却 一 十 > Ti yi， 这 一 十 > 好 ， 子 = 志 > 曙 ， 
则 所 求 直 线 的 参数 。 和 户 甩 应 满足 方程 
=2 » Cxicosat y:sina— pp) (yicosa— zxisina) 
一 2 | > Yicos2at+ (yO— x? 1) De — ypeosat zipsine | 
=n[2 zycos2at+ (y: —z)sin2a—2p(ycosa— xsing) ]=0, (1) 
P= 2 DY aco ysina—p)——2nCeosmt 3sina—p)—0. (2) 
由 (2) 式 , 解 得 p=xcosat ysina. (3) 
将 (3) 式 代 人 (1) 式 , 即 可 解 出 tan2a—— 2 一 zz) (4) 


Lz — (x) JLy —(y)’] 


在 [0,2x) 范 围 内 ,(4) 式 的 解 a 共有 四 个 : 


Qo mo 十 本 ao tn; om 十 :天 


其 中 0<w<<- .将 这 四 个 解 代 人 (3) 式 可 以 求 出 六 根据 习惯 , 取 p 之 0, 故 上 述 四 个 a 只 有 两 个 满足 p 之 0 


的 要 求 ", 记 为 cl ,pi1; az ,za ,这 样 就 得 到 两 条 互相 垂直 的 直线 : 
Zcosal 十 ysinal — pi 一 0， (5) 
ZXcosaz 十 ysinas 一 ps = 0. (6) 
显然 ,Mla,p) 一 定 在 pp 为 有 限 值 的 点 上 取得 最 小 值 . 因此 ,只 要 比较 Ma ,pi1) 和 M(as ,pi) 的 值 ,M 较 小 的 
那 条 直线 即 为 所 求 “”， 
*) 当 (4) 式 分 母 为 堆 而 分 子 不 为 零 时 , 解 为 2o 一 于 ,5 严 ,5， 严 . 当 分 子 分 母 同时 为 鹤 时 ,有 无 穷 多 
个 解 , 即 任意 一 条 过 nn 个 点 的 质心 的 直线 均 使 Ml(a,p) 为 最 小 ,具体 的 讨论 不 进行 了 . 
xs) 也 可 能 同时 有 一 对 或 两 对 w 使 户 一 0, 但 此 时 代表 的 直线 仍 只 有 互相 垂直 的 两 条 ,只 是 直线 方程 
(5) 或 (6) 有 两 种 不 同 的 表示 法 而 已 . 
xxx ) 特殊 情况 下 也 可 能 有 M(ai ,pi) 二 Ml(as ,pzs), 此 时 使 M 取得 最 小 值 的 直线 有 两 条 . 
【3710】 在 区 间 (]1,3) 内 用 线性 函数 cz 十 5 来 近似 地 代替 函数 z: ,使 得 绝对 偏差 
A 一 supj 袜 一 (az 十 人 | (rR3) 
为 最 小 . 
解 ”考虑 函数 u(a,b) =A = sup lr 一 (axz 十 六] 了， frya,b)=7r:— (axtb). 


由 于 久 一 2x 一 a, 故 当 固定 a,b 时 ,f(z,a, 妨 只 在 zx 一 各 处 达到 极 值 /( 扣 ,a, 妨 . 当 限制 1<x<3 时 ,只 有 当 
2<a<6 时 ,f(x,a,5b) 才 可 能 在 1 二 x<=3 内 部 达到 极 值 . 于 是 ， 
2 2f a 
ce (3，ay pb) ， 厂 (2 ,a,5) } ， 2<a<6, 


max{f’(l,a,b),f’(3,4a,0)},， 4a 太 2 或 a 宇 6. 
从 上 式 得 知 ,对 一 切 (a,5) 均 有 xz(a,b) 过 0. 
设 从 上 式 已 解 出 平面 区 域 21 ,2: 及 02; ,使 得 
fi(l,a,0)=(1—a—b)’, (a,b) EN, 


f (3,a,6)=(9—3a—b)’, (a,b) EQN;, 


ula,b)= 2<~a<6, 


2 


f° (&,a,5)=( 持 +) ， (aD) ED, 
由 ,5) 之 0, 不 难看 出 ula,5) 在 区 域 Q;(i 王 1,2,3) 内 部 均 无 临界 点 .再 看 区 域 边界 的 状况 . 以 21 及 0 
-2 为 例 . 根据 u(a,5) 的 连续 性 , 即 知 在 边界 上 有 ula,5) 一 (1 一 a 一 6)”, 且 满足 条 件 
Qa-b)’= (+6). 
下 面 我 们 求 满足 条 件 极 值 的 必要 条 件 的 点 . 设 
Fa 一 (1 一 a 一 咏 : 十 | 一 a 一 已 :一 (4 +6) ]， 


dF Qi 
i = 一 20+N(0 ab) -Xa(+6), 
| 
BF _ 2 
守 =-20+WD0Q-a-) -2( 全 +5). 


2 
使 时 一 0， 疆 一 0 且 满 足 条 件 1 一 a 一 6 关 0， 合十 b 尖 0 的 点 没有 


同 法 可 证 :在 0: ,9: 及 0Q; ,0 的 边界 上 也 无 临界 点 ,但 是 ,wu(a,5) 一 定 在 区 域内 达到 最 小 值 . 因此 ,只 
能 在 0 ,9: ,0 的 边界 交点 上 取得 最 小 值 , 即 在 满足 方程 
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(1 一 a 一 六 ?一 (9 一 3 一 六 (和 十) 
的 点 (a,6) 上 取得 最 小 值 .方程 (1) 可 转化 为 下 面 四 组 方程 


1 一 a 一 6 一 9 一 3a 一 5 一 (全 +5)， 


a 
1 一 4 一 0 一 9 一 34 一 0 一 不 十 b， 


1-a 一 b= 一 (9 一 34 一 从 = 一 (他 二 6)， 


1-—a—b (9—3a 多 = 全 十 b 
方程 组 (2) 无 解 . 
方程 组 (3) 的 解 为 < 一 4， 6 一 一 方 . 对 应 的 4A 一方 . 


方程 组 (4) 的 解 为 a 二 2, 5=1. ,对 应 的 A 一 2. 
方程 组 (5) 的 解 为 a 二 6, 5 二 一 7, 对 应 的 A=2. 


(1) 


(4) 


(5) 


综 上 所 述 ,可 知 :在 区 间 (1,3)? 内 ,用 线性 函数 4z 一 廊 来 近似 地 代替 函数 王 , 即 可 使 绝对 偏差 A 为 最 


小 ,是 Anmin 一方. 


第 七 童 ” 囊 参数 的 积分 


3 1. 带 参数 的 常 义 积 分 
1 积分 的 连续 性 ” 若 函 数 F(z,y) 在 有 界 区 域 R[La<z<A; 6<y<B] 内 有 定义 并 且 是 连续 的 , 则 
FoD= | flx,y dr 


是 在 闭 区 间 5b 志 y 志 B 上 的 连续 函数 . 
2” 积 分 符号 下 的 微分 法 ”车 除 在 1 中 所 列 的 条 件 之 外 ,并 且 偏 导数 f(x,y) 在 区 域 R 内 连续 , 则 当 b。 
<y< 召 时 成 立 菜 布 尼 英 公式 
d [4 4, 
总 | f(x,y) dr= [ fxs ydz. 


在 更 一 般 的 情况 下 , 当 积 分 的 下 限 和 上 限 为 参数 y 的 可 微 函数 g(y) 和 yy), 并 且 当 5b<y<B 时 a 声 
p(y) 达 A, a<y(y) 志 A, 则 有 


(Cy) (y) 
4 © zidz= [WD I Wf [pes yg w+ | fry dr (by<B). 
Fad 


dy py 
3” 积 分 符号 下 的 积分 法 ”在 1 的 条 件 下 有 
B A A B 
[ dy| fCz,ydr= | dz| fx, ydy. 


【3711】 证 明 : 不 连续 函数 f(x,y) 二 sgn(zx 一 y) 的 积分 
F(y)= | flx,y) dr 


为 连续 函数 . 作出 函数 w= 二 Fl(y) 的 图 像 . 
证 明 思 路 ” 当 一 ce<y<0 时 ,F(y)= 二 1; 当 0 委 y 和 1 时 ,F(y)==1 一 2y; 当 1<y< 十 ce 时 ,FCy) 一 一 1. 
由 于 
lim F(y)= lim (1—2y)=1, limF(y)= lim1=1 
3 十 0 yy 十 0 3 一 0 3 一 0 
及 下 (0) 一 1. 因 此,F(y) 在 点 y 一 0 处 连续 . 同 理 可 证 下 (y) 在 点 y 二 1 处 连续 . 于 是 ,函数 下 (7) 在 一 ce 去 
3<< 十 ce 内 连续 .zx 一 F(y) 的 图 像 如 图 7.1 所 示 . 


1 
证 当 一 co 一 y<0 时 ,FC 一 | 1. dz 一 1 
了 1 
当 0<y<1 时 ,F(y) 一 |[ (一 Dadz+ | 1 .dz=1 一 2y; 
0 3 


1 
当 1 过 y< 十 co 时 ,F(y)= [ (一 1D)dz= 一 1. 


由 于 
lim F(y)= lim (1—2y)=1, limF(y)=1 
y+0 y+0 y=—0 
且 FF(0) 王 1, 即 有 F( 二 0)==F(—0)=F(0),， 
故 wu 一 F(y) 当 y 一 0 时 为 连续 的 ， 图 7.1 


同 法 可 证 w= 二 F(y) 当 y 一 1 时 为 连续 的 . 当 y 尖 0,y 和 关 1 时 ,wu 二 F(y) 显 然 连续 .于 是 ,w= 一 F(y) 在 整个 Oy 
轴 上 均 为 连续 的 . 如 图 7. 1 所 示 . 


1 
【3712】 研究 函数 F(y)= | 站 dz 


的 连续 性 ,其 中 f(x) 在 闭 区 间 [0,1J 上 是 正 的 连续 函数 . 
提示 “可 证 函数 F(y) 在 点 y 一 0 处 不 连续 . 
解 ” 当 y 关 0 时 ,被 积 函 数 是 连续 的 . 因此 ,F(y) 为 连续 函数 ， 
当 y==0 时 ,显然 有 F(0)=0. 
当 y>0 时 , 设 m 为 1(x) 在 [0.,1] 上 的 最 小 值 , 则 m 汪 0. 由 于 


1! > 一 1 ; 1_x 
F(y) 之 m [ + dx=marctan 了 及 lim arctan y 2 
故 有 lim F(y)>S°>0. 
3 一 十 0 2 
于 是 ,F(y) 当 y 一 0 时 不 连续 ， 
【3713】 求 ， 
1+a 1 2 
(1) lim -一 坚 (2) lim| Vrita dr; (3) lim| x?cosardxr; (4) lim dr 
ao 1 十 十 a | oar0J0 nooJ 0 站 
1 十 (1 十 宇 ) 
n 
1 恋 一 [dz _ 
解 (1) 因为 [二 十 ，a， 1+a 都 是 a 的 连续 函数 , 故 含 参 变量 = 的 积分 Fw = | ”经 -是 


一 co<<a<< 十 co 上 的 连续 函数 ,因此 ， 


.fite dz . | dr _ 
lm rrre lm FOO) Tr arctanr 


1 


一 工 
pp 


0 


(2) 同样 ,F(a) 一 | ，v 灾 于 灾 dz 是 一 co<o< 十 co 上 的 连续 函数 ,因此 ， 


lim| VT Ta dz limF(e) =F(0)=— | VF dr=2 | zdz=—1. 
a 一 [9 


ae0J 一 


(3) 同样 ,F(o) 一 | zeosazdz 是 --co<a< 十 co 上 的 连续 函数 ,因此 ， 


2 2 
lim| x?cosgxrdr=limF(a)=F(0) | Xx:dx 忆 。 
0 


a*0J0 ar0 


Tr 0O<z 委 1,0<<y 委 1， 
(4) 考虑 二 元 函数 fx,y)= > 


IT 0<z 委 1,y 一 0. 
由 lim (1 十 w) 一 e 易 知 f(z,) 是 0<z<1,0<y<1 上 的 连续 画 数 .从 而 ,积分 PFC) 一 | f(xy)dz 
是 0 委 y 窒 1 上 的 连续 函数 ,因此 ,lim Fy) 三 F(0), 从 而 ,更 有 
pe 
2 
【3714】 设 函 数 f(x) 在 闭 区 间 LA,B] 上 连续 .证 明 : 


dm 二 | [f(th)— fo) d= f(x)— f(a) (4A<a<z<B). 


_f _f dr _ e 
)=Fo= | /zxz,0)dz= | ie 一 nie |, 


证 明 思 路 “只 要 注意 f(x) 在 [A,B] 上 连续 , 故 它 在 [A,B] 上 存在 原 函 数 下 (z)， 即 FCz) 一 | Adodr， 


(x) 一 f(x) (4A 委 z<B). 将 所 要 证 明 等 式 左 端的 极限 用 函数 F(r) 表 出 , 即 易 获 证 . 
证 由 于 f(x) 在 LA,B] 上 连续 , 故 在 LA,B] 上 存在 原 函 数 F(x). 于 是 ， 


lim 方 [ [7Gt+ 月 一 fp]dt= lim [FCz+Ah) 一 Fa 十 内 一 FCz) 十 Fa)] 


1 Flrx+h)— F(z) . _ F(a+h)— F(a) 
= lim lim 


h=+0 h ht+0 h 


=F(r)—F’(a)= f(x)— fla). 
[3715】 在 表达 式 tim| 要 ec dz 
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中 ,可 和 否 在 积分 符号 下 完成 极限 运算 ? 


解 不 能 .事实 上 ， 
fx 要 ,i 1 -到 | 1 -二 \ 1 
tim] Ee dlim( Ee ”|,) -im(- ze 7) 
1 _z 1 
而 | (lim#e 并 )az= | 0. dr=0. 
0 \yroy 0 


【3716】 当 y=0 时 ,可 否 根 据 莱 布 尼 世 法 则 计算 函数 
F(y)= | ln Vx:+y dr 


的 导数 ? 
提示 当 y 二 0 时 ,不 能 在 积分 号 下 求 导数 ,就 是 求 右 导 数 或 左 导 数 也 不 行 . 
解 不 能 .事实 上 ,我 们 有 : 当 y 取 0 时 ， 


1 
Fo)= | jn V 刀 十 到 dz 一 zln Vx:t+y 
0 


z=1 
『 zr 1 
一 | 一 一 dz 
Cr 
0 ox tty 


1 2 
一 2 2 一 2 1 
ln V1 十 y | (1 ZF )dz ln Vli+y 一 1 十 yarctan 了 


1 
又 有 F(0)= | Inzdz= zlnz | dx=—1. 
0 oa 
0 
由 此 可 知 
— 2 
F (0)= lim FWTFO) - lim | > 2+arctan 二 |= 到 ， 
3 十 0 yy ?一 十 0 2y y 2 
— 2 
F (0)= lim 到 2 一 二 0) 一 lim | 2 } 十 arctan 二 |= 一 季 ， 
ye 一 0 yy 一 0 2y y 2 
故 下 '(0) 不 存在 . 
9 一 >? 
另 一 方面 , 当 z>0 时 ， (5 PTF)| = ,二 0， 
故 [ (三 bm Viti+y ) | dz 一 0 
o ‘9y y=0 “ 
由 此 可 知 , 当 ?一 0 时 不 能 在 积分 号 下 求 导 数 ,就 是 求 右 导数 或 求 左 导数 也 不 行 , 因 为 
1 
F 4(0)= 和 至 #0=| (也 mn VP Ty )| dz， F’“(0)=-- 至 #0=| (Zln VFFF)| dz 
2 0 \9y y~0 2 o “9y y=0 
2 
[3717】 者 FCzD= | edy, 
计算 F(z). 
2 _ 2 
解 下 ‘(re 2 — Ste-~ 十 [ 六 (ee )dy=2xe™* 一 er 一 [ ze dy. 
【3718】 设 : 
(1) F(a) = | A (2) F(a)= [ Sardz, (3) Fa 一 [ long,, 
sina ate 


2 ta 


(4) F(a) = [ fiztarr—adr; (5) Fo= | dz| sin(z? + a)dy, 
0 0 


求 F(a). 
解 (1)F (ao) 一 一 sinaerlsiml 一 cosaesleosel 十 网 V1— xie” i- dx. 


1/, ~、_ sina(b+a) sina(a 十 ay) be 
(2 F (n= bia ata + cosaxdr 
1 1 . 1 1 。 
一 (二 十 开 - ) sineCb 十 wo 一 (+ )sina(ato). 
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(WF (0 = Indte)+ [ — 1 qr Zlnc+e). 
a o li+ear a 
(4) 设 w 二 x 十 a, v 一 x 一 a; 则 Fw 一 [ fluswdzr. 于是， 
下 (ao 一 f(2a,0)++ [ [fsausw) — fu,v) dr 
一 (2a,0) 十 2 [ f iu,v) dx— [ [filuyt) tf ,u,v dr 


=/(20,0)+2[ fluwdr— 上 二 FoDdz 


工 一 @ 


一 (2c,0) 十 2 [ fu dr— f(ria,r—a) 
0 


I=0 


三 f(2a,0) 十 2 [ fi udr—[f(2a0) — fla, —a)] 


=f(e,—o+2[ f (u,v dr. 


2 


， oa2 te a 『 frete 
CHF =20 | sine ty edyt | [2 sincz + y —e)dy |d 
a a 0 人 Ja 


2 
a 


a +a oa? 
=2e | sin(a! 十 y? 一 )dy 十 | | sin[ zx? 二 (z+Ta):—a:]—sin[zx’ + (zr—a)’:—oa:](—1) 
a 0 


十 所 (一 2a)cos(z2 十 吧 一 吧 | dz 
2 


2 +a o2 
=2x| 2 Sin(a' 二 Ty a)dy+ | | sin(2z 十 2az) 十 sin(2z2 一 2az) 十 乒 (一 2a)cos( 妇 十 形 一 喧 )dy ) dz 
a 一 站 0o 


ITI-a 


a2 Ha a2 o2 He 
一 | ， Sin(a'+y —a)dy+2 | sin2zzcos2azdz 一 2c | dz | cos(Xx’++ yO—a)dy. 
gC 0 0 工人 

【3719】 车 F(z)= | (zt yf dy, 
其 中 f(z) 为 可 微 函 数 , 求 F(x). 


解 F'(z) 一 2zF(z) 十 | f(ydy, F(z)=2f(z)+27rf (z+f(z)=3f(7)+2zrf (x). 


b 
【3720】〗 设 Fcz)=| fly) |zx—y|dy, 


其 中 a<6b 及 f(y) 为 可 微 函数 , 求 F(x). 
提示 ”分别 就 TE (ab) 及 ZE(a,b) 两 种 情况 求解 . 
解 当 xE(a,6b) 时 ,由 于 


I b 
Fcz)= | cz 一 Foody 二 | (一 z) fy) dy, 
故 有 


， d [= dr 
F ‘z= 二 | cz 一 10dy 一 起 | Cy—z) fy dy 


= 9 = 9 = = 
= [ 起 [Cz 一 f(y)Jdy— [ 起 [Cy 一 z) f(y)]dy= [ fy)dyt [ f(ydy, 
F’”(zx)= f(z)+ f(x)=2f(7). 
b 
当 xz 七 (a;bD) 时 ,例如 过 a; 则 F(z) 二 | (y 一 xz) f(y)dy, 故 有 


有 6 9 2 EL 
F ‘x)= | [yz)f6y)Jdy=— | fydy, F(x)—0; 
同 理 , 对 于 x 之 4 也 可 得 下 “(x)= 二 0. 总 之 ， 
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2f(x), ZE(a;p)， 
F w=| 
0， ZE(ayp). 
、 1 rs 
[3721〗 设 F(x) 一 走 .上 | flzi+é+Ddy (h>0), 
其 中 f(x) 为 连续 函数 , 求 F(z). 


_1 四 四 _1 h th 
解 F(z) 一 去 | de| f(z 十 4 十 办 4 一 羡 上 | de f C0) du. 
于 是 ， 


, _1 h Ea 有 
] rs 1 zt2h 及 
=- 吉 | [rez+t+ 有 -Fez+eld= 直 | reod 一 三 rcoaz]， 
0 h HA 
F(x) 一 走 [f(z+2h) 一 了 Cz 二 有) 一 f(z 十 有 ) 十 f(x)] 
一 去 [f(z+2h) —2f(zrth) + fr)]. 


【3722】 设 F(z)= [ fx dt, 
0 
求 Fw (x). 
解 F'(z)== [ Lf dn | f(D x—" di, 
0 


下 “(z) 一 (2 一 1)(2 一 2) f(D (zx—)" dt, 
0 


Fen (x)— (Cn—1)! 上 fC dz, 


最 后 得 F®(z)=(n—1)! f(z). 
【3723】 在 区 间 1 委 z 委 3 上 用 线性 郴 数 a 十 bx 近似 地 代替 函数 f(z) 二 x? ,使 得 


[ (atbzx— x) dr= min. 
解 设 F(a,6b) 一 [ (a+6bz 一 xz2)?dz; 则 由 于 F(asb) 是 a 和 5 的 二 元 连续 函数 ,并 且 易 知 当 r= 
V 扩 十 六 一 十 co 时 ,Fa,5) 一 十 ceo, 故 Fla,b) 必 在 有 限 处 取得 最 小 值 . 解 方程 组 


3 
aF 一 | (a+br— zr)dr 一 4a 十 85 一 22 一 0， 
Da 1 3 
3 
aF - 2| zl(atbr— zr)dr= 8a+ 2b— 40=0 
ab 1 3 
得 唯一 的 一 组 解 < 一 一 号 ，b 一 4， 
11 


于 是 , 当 a= 一 全 ,b=4, 时 Fla, 了 ) 达 最 小 值 , 即 所 求 的 线性 函数 为 4z 一 与 ， 


【3724】 依 条 件 :函数 ec 十 pz 及 V1 十 xz? 在 已 知 区 间 [0,1] 上 的 均 方 偏差 为 最 小 , 求 近似 公式 
l+x: Xat+br (0 委 z 魏 1). 
解 ” 按 题 设 , 即 在 区 间 0 科 z 委 1 上 用 线性 函数 a 十 bx 近似 代替 函数 fF(z) 王 V1 十 ,使 得 


[ (ae 十 pz 一 V1lt+zx’ )’dzr= min. 
[1 


设 F(a;) 一 | (at+bzx 一 Vi 十 xz?)*dz, 则 F(a,6b) 是 a 和 2 的 二 元 连续 函数 ,并 且 易 知 当 ~ 一 Vea’ 十 6 一 
十 co 时 ,F(a,D) 一 十 co, 故 F(a,6b) 必 在 有 限 处 取得 最 小 值 . 解 方程 组 
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区 一 ?| (atbr— Vi 二 更 )dz 一 2o 十 5 一 [VE 十 in(I 二 VZ)] 一 0， 


1 
了 一 2| Xlat+br— V1l 二 x )dzr=a 十 3 b 孔 (2V5 1)=0 


得 唯一 的 一 组 解 ac<z0. 934, bA0. 427. 
于 是 , 当 as*0.934,p<<0.427 时 ,F(a,5) 为 最 小 值 , 即 所 求 的 近似 公式 为 
V1 二 x <z0.934 十 0. 427z (0 过 zx 志 1). 


【3725】 求 完 全 椭圆 积分 ECO= | VI—ksin gdy 
0 
各 d 
及 FA) 一 | 一 -2 (0<k<1) 
° V1 一 外 sin' yp 
的 导数 ,并 把 它们 用 函数 下 (&) 和 和 
证 明 ;E(k) 满 足 微分 方程 E(k)+T 和 =0. 
E(k)— F(R) J 一 E(k) 
提示 注意 多 ( 有 ) 一 一 一 及 FF “(k) 一 ty: 
至 Rsin2 1 (3 1—k?sin:o—1 
解 E(k) 2 2 dp= 支 | pd 
"VISTA ViTEemp” 


二 一 1—k’:sin wd 一 。 
ki)o 9 J MW k 
ksin? 1 [至 Qksing)—1 
F ‘= — 企 | | 
0 (1— ksin? DE dp k Jo a 3 


| dp + 去 上 d 
k Jo me k Jo CQ—psing) 
我 们 易 证 (1 一 如 sinzp) = 


2 
(1—k?sin’ gg) } I * 六 Sosingeospg (1 — ksing) “] 


故 有 上 Gpsing -dp 一 T | (1 一 如 sin2p) 去 dp 
于 是 ， 
一 名 ECk) 
F ‘(k)= + ri: 
由 (1) 式 ,对 再 求 导数 ,并 注意 到 (2) 式 , 即 得 
EC(R—F(k) , F(k) _ ECk) , 
, [E(kR)—F'(k)J]E—[LE(kR)— FC)] | k 十 大 RE 4E Ck) 
E(k)= = 
k? 让 
一 (CR) E(k) 
Ig kk 
即 pp EC EC _0. 
【3726】 证 明 : 阶 数 ? 为 整数 的 贝 塞 尔 函 数 
Ju(Zz) 一 一 +-[ cos(ng— xsing)dg 
DO 
满足 贝 塞 尔 方程 TT (TIT r+ (rn) (x)=0. 
证 14(z)= 二 | singsin(ng— zsing) dp, 用 CD 一 一 二 | sintgeos(ng— zsing) dg. 
0 


于 是 ， 
XT rtrI zr) tr mn) (zr) 


194 


(1) 


(2) 


一 一 二 [ [(n?:— zx’cos’ gp)cos(ng— rxsing)— zsingsin(ng— zsing) Jdg 
0 


一 一 二 Cn 十 zcosp) sin(ng— zsing) | 一 0， 
0 


三 一 二 [ [Cx’sin gi+n — zx)cos(ng— rsing)— zsingsin(ng— xsing) ldy 
0 


本 题 获 证 . 
、 _ [* ecz)dz 

[3727】 设 To 一 22， 

其 中 函数 p(z) 及 其 导数 w (z) 在 闭 区 间 0<z<a 上 连续 
证 明 : 当 0<a<a 时 ， rw =O + -cz dz 
证 明 ; 当 0<a<a 时 ,有 (a) + dz 
提示 令 工 一 at。 
证 当 z=a 时 ,一 般 说 来 被 积 函 数 变 成 无 穷 ,所 以 ,我 们 不 能 直接 在 积分 号 下 求 导数 . 设 + 二 at, 则 此 积 
成 上 区 一 ' plat) 

分 变 成 以 下 形式 r= | A 

由 于 一 上 在 [0,1] 上 绝对 可 积 , 故 可 利用 积分 号 下 求 导数 的 公式 . 于 是 ， 


Vi—t 


, 1 feat 1 jw (at) 
re ,= 二 | | tp Co 
® 2 Vis “J Vi 


再 将 x 二 at 代 人 上 式 ,得 
ro= 志 | -az+ 二 | 于吉 dz 
QJo 人 一 工 a 0 人 一 净 


Va 一 工 Ve 一 工 
利用 分 部 积分 法 可 得 
1 ecz) 2 2 f° Zw Cx) dz 
2 [ de 大 92(0) 十 oe [ Va— xp (x) dr. 


上 22 (0) dr [ Va o'rz)drta [ Sd 


0 Va 


) 式 ,最 后 得 二 2 de 
将 (2) 式 及 (3) 式 代 人 (1) 式 ,最 后 得 了 (一 [ edz 


1 
【3728】〗 设 xD 一 | K(xz,y)v(y)dy, 
Z(1 一 y) ， zy, 
Kl 9 ,=| 
其 中 YY yn), z>y, 


及 xy) 都 是 连续 的 .证 明 :函数 x(z) 满 足 方程 
好 (z) 一 一 wo(z) (0 委 z 委 1). 


证 ”由 题 设 得 2U(Z) 一 [ y(l—x)v(y)dy 十 [ rx(l—y)v(y)dy. 
于 是 , 求 导 数 即 得 


工 1 
u (z) 一 z(1 一 z)wCz) 一 [ yeCy)dy 一 zG1 一 Decz) 十 | 《1 一 y)wCy)dy 


z 1 
一 一 [ yv(y) dy 二 | (1—y)v(y)dy, 


Wx)=— zur — (zr)v(r)=— vz), 


所 以 ,函数 x(z) 满 足 方程 好人 (z) 一 一 wz) (0 委 z 魏 1). 
[3729】 设 F(z,y) = 上 (z 一 yz) f(z) de, 


> 


(1) 


(2) 


(3) 
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其 中 f(z) 为 可 微 函 数 , 求 F(z,y). 


解 Fi(zr,y)= 二 yz—zxy:) 7Czy) 十 上 f(z)dz, 
> 
For zy fry) ty ary) fry ty yf ry) trf(ry) + 人 ( 记 ) 


一 z(2 一 3%) fr) +ry(l—y)f (zy)+ 乞 f (三 ). 
> > 
〖【3730】 设 FGz) 为 二 阶 可 微 函 数 及 ECz) 为 可 微 函 数 . 证 明 :函数 


A = 斑 LA(z 一 轨 十 Fz+aD] 十 元 | F(z)dz 


满足 弦 的 振动 方程 一 2 名 及 初始 条 件 :uCz,0) 一 f(z)， u(x,0) 一 F(z). 


证 有 一 玛 [ af (zat)+af (z+ abD] 十 却 FCz 十 ab 十 村 F(z 一 aD， 
2 
Sulfa pr—at) ta f(rtat)]+ LF’'(zrtat)— EF’(r—at). 
和 一 2 2 
2 一 工 [rz 一 oa 十 庆 (z 十 ab] 十 二 FCz 十 四 一 工 FC(r—at) 
oz 2 2a 2a ’ 


up antf’ ria] F(zta)— LF’(e—at) 
dx? 2 2a 2a " 
gu 2 gu 、 
比较 (1) 式 及 (2) 式 , 即 得 9 尖 一 a? 2 学 ， 此 外 ,还 有 
1 1 Ho 
xz50) 一 本 [7Cz 一 0 “让 十 FCz 十 0 ， 5]+ 志 | ， F(z)dz= f(x),， 


wi (x10) 一 六 [一 af “(Cz) 二 af “(zx)] 十 六 FCz) 十 孝 FCz) 一 FCz)， 


本 题 获 证 . 
【3731】 证 明 : 若 函数 f(x) 在 闭 区 间 [0, 人 上 连续 , 且 当 0 志 & 和 lL 时 (x 一 介 : 十 十 沦 关 0, 则 函数 
/Od __ 
AC 
满足 拉 普 拉 斯 方程 Du OO. 
证 利用 积分 号 下 的 求 导 法 则 ,得 


au__f 2(z—e fd | (zx—A jc)dE 
0 [CCz 一 名 : 十 吧 十 轻 二 


u(xyYy,Z) 一 


9x 0 2[ (x8)? 十 yy 十 z? 六 

ai 人 f(AL2Czx— Ee — yz ] 

a do [Cz +ty te 
Ci 4 f(A)[— (xe 2y — | dé 


dé. 


网 法 可 得 3y J [rE ty + 
ou_ fF 76)[ 一 (z 一 外 2 一 光一 2x2 ] 
D2 dé. 
Gh 9 [zx 一身 ?十 允 十 2 三 

， __ 、 32 Gu A 

将 (1)、(2)、(3) 三 式 相 加 , 即 证 得 3 yt ar 


应 用 对 参数 的 微分 法 ,计算 下 列 积分 : 


【3732] 上 ln(Ca’? sin? x PB? cos’ x) dx. 
站 


解 将 9 视 为 常数 ,a 视 为 参 变 量 . 令 
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I(a)= 站 ln(az sin: z+ bcos’ x) dz. 
0 


先 设 ce>>0,6>0 我 们 有 Ta 一 上 2asin’ x 


a?sin’ zh cos:xr 
若 ae 一 82, 有 TCD 于 人 sin ?zdz 一 35， 
车 a 关 5, 则 作 代 换 上 一 tanz, 得 


I'(a)= 2 全 ed = 二 人 ,2 zarctant 多 7 Qarctan 全 ) D 
Q Jo cz 十 1 (2+ 所 ) a \a’—b a:—b: b b 0 Q 十 已 
因此 ， I(w = ts (0<<a 必 十 ce). 
积分 之 ,得 Ta) 一 xln(a 十 人 十 C 〈0<a<< 十 co)， 
其 中 C 为 某 常 数 . 令 a 二 5, 得 6) 一 xln20 十 C， 


而 7 已 一 上 lnbz dz 一 xlnb 代 入 , 解 之 ,得 C=xln 立 . 于 是 ， 


a 二 b 
2 


1(a) 一 xln(a 十 六 十 xn 序 —xln (0<a<+o0). 
车 a<0 或 6 二 0, 则 可 化 为 a>0 且 5->0 的 情形 ,得 
Ca) = 上 In(a’ sin’ z+ cos:r)dz— 上 ln(lalzsiozz 十 15lzcoszz)dz 一 KClal) 一 xn le 村 人 
于 是 ,不 论 a,b 是 正 是 负 ,在 任何 情形 , 均 有 
上 ln(azsinzz 十 中 coszsz)dz 一 xln lol 
{3733】 站 ln(1 一 2acosz 十 az )dz. 


解 题 思 路 “ 令 1(4) 一 [ In(1—2acosz+a?)dz. 

当 |al 过 1 时 ,可 在 积分 号 下 求 导数 ,并 利用 2028 题 (1) 的 结果 , 易 得 I(a) 一 0. 
当 |a|>1 时 , 令 b 二 ,可 得 Ka) 一 2rlnlal. 

当 |a| 一 1 时 ,利用 2353 题 (1) 的 结果 ,可 得 T(a) 一 0. 

解 设 ICa) 一 [ ln(1 一 2acosz 十 az)dz. 当 |a| 过 1 时 ,由 于 


1 一 2acosz 十 ci 之 1 一 2|a| 十 ez = 二 (1 一 lal)?: 守 0， 
故 Itn(1 一 2acosz 十 a: ) 为 连续 函数 且 具 有 连续 导数 ， 从 而 可 在 积分 号 下 求 导数 .将 I1(a) 对 a 求 导数 ,得 
To 二 一 2cosz 十 2a j -1 (0 一 1 Td [ dz 
x 


0 一 2ccosz 十 ozd + 1 ta a a o (la’)—2acosz 
一 工 1 一 Q2 d 
a &(1 十 a2 ) 


XT 


_2 l+a ZN Tr 2 
a arctan (1—etan 2 ) a 


"+ (二 )eosz ° 
于 是 , 当 |a| 过 1 时 ,I(a)= 二 C( 常 数 ). 但 是 ,1(0)= 二 0, 故 C==0. 从 而 ,TC(a) 二 0. 


当 |al 二 1 时 , 令 5 一 过, 则 1 一 1， 并 有 IC(5) 王 0. 于 是 ,我 们 有 


1 mn (Pe )ar= 1 2al6l = —2nlnlbl =—2xinlal. 
0 
当 |al 一 1 时 ,有 


x x i] 
1D= | In2Q—eosz)dz= (In4+2lnsin 持 )dz=2rin2+4 | Insintdt=2rln2+4( 一 至 In2) 一 0 
0 0 2 0 2 


197 


同 法 可 求 得 区 一 1) 一 0. 
x 0， 过 1， 
综 上 所 述 , 故 知 | ln(1 一 2ccosz 十 az )dz 一 1 
2 2rln|a| ， jal>1. 
xx) 利用 2028 题 (1) 的 结果 . 


x x*) 利用 2353 题 (1) 的 结果 . 


[3734] 下 arctan(atanx) dx. 
[4 


tanz 


解 令 To)= | Hz,adz, 其 中 f(zsa) 一 enetanz) 本 来 /(z,a) 在 x 一 0 和 xz 一 下 时 无 定义 ， 


tanz 


但 因 lim f(x,0) 一 4a，lim 7(z,a) 一 0, 故 若 补充 定义 f(0,a) 一 a， 太 到 ,ea)=0, 则 (zya) 为 Oo<z 委 王 ， 


x 一 0 2 2 
一 co 之 a 过 十 co 上 的 连续 函数 . 
又 当 0<z< 了 ,一 co<a<< 十 co 时 ,有 


大 (zx a)= 1 tanzx 四 1 
0 tanz l+a’tan’x 1+a:tam x 


而 按 规定 (0,4) 一 a， 了 (和 持 ,a)==0, 故 


fC0,0)=1，f ‘(下 ,a)=0. 


Te 0<z< 了， 一 co 之 a 之 十 co， 
由 此 可 知 ， fi(x,a)= 
0， z 一 和 ， 一 co<a<< 十 co. 


2 
显然 f(x,aq) 在 0<r<， 0<a<< 十 cc 上 连续 ,在 0 zx 和 了 ， 一 co<a<0 上 也 连续 (注意 ,在 点 z 一 和 于， a 
一 0 不 连续 ) , 故 由 积分 号 下 求 导数 法 则 知 ， 
“ 一 dz ce 到 一 co 
ToO= | 计生 和 (0<o< 二 co 或 一 =<ao<0)， 


作 代 换 tanz 一 所 得 (当代 关 1 时 ) 


上 dz 加 dt 1 1 a? )d= 开 
o 1 十 aztan2 工 o (1 十 世 )(1 十 ao2 芝 ) 1 一 az Jo (i142 dz 纪 十 1 2(1 十 |a| 六 


-4 至 d 至 1 苹 

着 二 1, 则 上 TT 上 coszdz 一 去 | (1 十 cos2z)dz 一 下 
J 开 或 一 

总 之 ,有 了 (WaT (0<<a<< 十 co 或 一 co<<a<<0). 

积分 之 ,得 Ta) 一 2in(1 十 ao) 十 C，〈0<a< 十 ce)， 


T(a) 一 一 到 In 一 0) 十 Cs (一 co<a<<0)， 


其 中 Ci ,Cs 是 两 个 常数 ,由 于 上 面 已 述 f(z,a) 在 0 委 z 委 于 ,一 cc<a< 十 co 上 连续 , 故 Ta) 在 一 cc<a< 
十 co 上 连续 ,因此 lim Te) 一 lim ICa) 一 700); 但 1(0) 一 0, lim IO 一 C，lim 1(0) 一 C4, 敬 C1 一 Cs 一 0. 
a—*0+0 a"0—0 a—=0++0 ar0— 
于 是 ,最 后 得 
TCa) 一 人 sgnalnG1 十 |a|) (一 co<<a< 十 co). 
【3735】 上 ln 1 十 acosz dr 〔|o|<1)， 
0 


l—acosx cosx 
解 解法 1; 


” 


设 Ta) = 上 ln 1 十 acosz dz .由 于 


1l—acosx COS 工 
1 十 acosz 1 一 azcos: 工 > 0 
1 一 acosz 1 一 2acosz 十 azcoszz” 1l+2|al+a: (+|al)’ ” 


故 In ] 二 acosz 为 连续 函数 . 又 由 于 


工 一 CcoSs 工 


. 1 ，1 二 acosz _ ,，ln(1 十 ai) 一 In(1 一 af)  ,，，1I 十 at 1 一 at 
lim 一 一 一 一 一 一 lim 一 一 一 lim 一 一 一 2c 
-可 -coOSI 1 一 acosz :0 te0 1 


今 补充 被 积 函 数 在 xz 一 斑 处 的 值 为 2a, 即 易 知 被 积 函 数 为 连续 函数 , 且 它 对 a 有 连续 导数 ,从 而 ,可 在 积分 
号 下 求 导数 ,得 


，，、 人 至 1 1 
I c= (TFT ) 


m 2 1 一 a 工 了 十 1 十 < I 工 
Vi arctan 1 于 zx tan 2 arctan 1 一 2 tan 2 ， 本 9 
从 而 ,I(a)= 二 xarcsina 十 C (jal|<1). 又 TO0) 一 0, 故 C 一 0. 于 是 ， 
上 In ] 二 acosz _dz 一 rarcsina (al|<1). 
0 一 CCOSZ cosz 
<) 利用 2028 题 (1) 的 结果 . 
解法 2: 
把 被 积 函 数 表 成 下 述 积分 形式 
1 1 十 acosz _ [ dy. 
cost 1l1—acoszr ol—a’y:cos:x” 
注意 ,此 式 当 Zz 一 也 时 也 成 立 , 此 时 左 端 应 理解 为 其 极限 值 
. 1 1 十 acosz 
im n 一 一 一 一 
和 0COST l—acosr 
于 是 , 当 ax0 时 ， 
上 In 1 十 acosz dz =20 dz| =24] of 
@ 1 一 acosZz cosx 0 To > cosix Ts ycosizr 
一 2a [ 一 -一 一 一 day… 一 xa。 工 arcsina 一 arcsina 
o 2 Vi 元 a Ye 


当 a==0 时 , 原 积分 显然 为 零 . 因此， 
| 1 十 acosz dz 


n =xarcsina (|al<=1). 
0 1l—acosz coszx 


< <) 利用 2028 题 (1) 的 结果 , 即 得 
至 dx 1l1fz 1 1 
| 1—ayicosir 2 | (TF t+ ayo /a 
_1 2 1 一 ay 工 1 十 ay 并 
一 亏 有 I 于 wy tan 了 ) aren iaytan 7 
1 工 
2 人 2 “3 /i 
[3736】 利用 公式 arctanz _ =|. 2 y 元 计算 积分 | arctanzx 


解 [ arctanzx dz i [ dy 
0 I AL 一 xz 0 AT 一 六 o 1 十 xz 3 


dz 
V1l—zx’ 
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1 1 
由 于 函数 了 于 xz 在 0 和 zx 委 1，0 委 y 委 1, 上 连续 ， -7 吉 故 上 述 积分 号 可 交换 
[ arctanx =| a »| dx C1) 
o 工 Es Vi—x (li+ry 
作 代 换 x 二 cost, 可 得 
[ = 1 arctan( tant ) i (2) 
A 林寺 iF ViTy)|, 2 iF 
于 是 ,由 (1) 式 及 (2) 式 即 得 
1 arctanzx ndy _x 5 | .= 至 
| se -二 上 元 呈 二 in(yt ViTy)| ,= 要 InGl+HV5， 


【3737】 应 用 积分 号 下 的 积分 法 ,计算 积分 
人 于 笃 wx (a>0,6>0). 
nz 


0 


解 ”首先 注意 ,因为 
a ba 而 一 ] _ a—l1 
lim 0, lim EE lim Et lim (br —ar’)—b—a, 
+o lnx z+1-0 lnz 1 一 0 工 xz“1—0 


己 qz 不 是 广义 积分 ,并 且 , 如 果 补充 定义 被 积 函 数 在 zx 一 0 时 的 值 为 0, 在 z=1 时 的 值 为 5 一 a, 则 


让 | 
可 理解 为 [o,1] 上 和 连续 画 数 的 积分 .由于 


面 _ bo 
= | dy (0Zz<1) 


(注意 ,x 一 0 时 左 端 规 定 为 0,z 二 1 时 右 端 规定 为 5 一 4), 而 函数 zx? 在 0 和 x 志 1, ay 人 5 上 连续 (不 妨 设 
a 过 b), 故 有 


lx fi 4 1 fdy _，1+8 
[ 一 dz=|. dz| = dy [ dy | 2 d 并 ,I+y ln 于 2 


【3738】 计算 积分 : 


ba ba 
(1) | sin(In 二 二 dz; (2) | cos(In LT )E edzr (a>0,5>0). 
0 并 lnz 0 并 lnz 
解 (1) 不 妨 设 a<b. . 
ba 1 b 6 1 
| sin(m 二 )EEE2dz= | sin(m 二 )dz| zdy— dy | sin(In 二 )zydz， 


这 里 , 当 zx 一 0 时 ,sin(ln 二 )z 理解 为 零 ， 从 而 ,sinCln 二 zx 在 0 委 z 委 1,a 委 > 委 5 上 连续 , 故 可 应 用 积分 号 


下 的 积分 法 交换 积分 次 序 . 
作 代 换 zx 一 e ,可 得 


| Too*) 


0 


1 ly pr ww 1 加 加 or 
| sin(In =)z dz 一 | e YL sintdt— TFT yt (3? 十 1)sint 一 cost]e + 
-1 
1 十 (1 十 y)2 
于 是 ,最 后 得 
1 ， 1 22 一 2 M 
| sin(In =) [ni dz=| TT =arctan(1+») | 


一 加 = ba 
二 arctan(1 十 b) 一 arctan(1 十 a) 二 arctan TF iFay 


(2) 同 (1) 并 利用 1828 题 的 结果 易 得 
1 十 y 


1 1 Yr x 1 ， “ 
[ cos (In =) Inz az=| dy | . cos(In = )z dz 一 Ed 
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一 工 ?| 一 工本 十 20 十 2 
一 了 lIn[1 十 (1 十 y)?] 2 ln 未 二 2 十 2 
x*) 利用 1829 题 的 结果 ， 


【3739】 设 FC(&) 和 E(k) 为 完全 椭圆 积分 (参阅 习题 3725). 证 明 公 式 : 
(1) | F(R)kdk= E(k)— Rk? F(R); (2) [ ECk) kdk= 计 [C+D ER) FCA)], 
其 中 如 =1 一 k&. 
证 明 思 路 利用 3725 题 的 结果 ,可 得 
[ECR) 一 如 下 CR)] 一 F(R) 及 言 [1 十 好 )E(A) 一 好 PFC] 一 AE( 有 ， 


从 而 ,公式 (1) 及 (2) 可 获 证 . 
证 (1) 利 用 3725 题 的 结果 ,可 得 
[ECR)— RIF(R)] =E (Rk)+2EF(E) — (1—k)F (Ck) 


_ E(k)—F(k) 
k 


E(k) _ Fk) 


一 bb? 
十 2&FCR) 一 (1 ei k 


| 


k 
于 是 ， EC(E) -KFC = | AFCR)dR 十 C， 


其 中 C 为 常数 . 但 当 k 一 0 时 ,上 式 左 端 为 E(0) 一 F(0) 一 也 一 六 一 0, 而 右 端 等 于 C, 故 C 一 0. 最 后 证 得 


| EF(R) dk=— ECk) — BFCE). 
o 
(2) 由 于 
壮 [G 十 如 )ECb 一 局 FID] 一 言 [24E( 包 十 (1 十 她) 玉 ( 旬 十 28FCAD) 一 (1 一 妇 )F Ck)] 


_1 ,EC — FCk) oo EQ) FET 
2kEC) + CHE ) EE 2RFOR) — (1 | , | hECk), 
故 言 [C1 十 如 )ECk) 一 各 FPC)] 一 | LECR) dR+C, 

0 
以 k= 二 0 代入 上 式 ,得 C= 二 0. 于 是 ,最 后 证 得 


[ hE(R) k= 二 [C+ E(k) — 岂 FCk)]. 


【3740】 证 明 公 式 ， . 上 zJo (rdr=zrJi(z), 
其 中 Jo(Cz) 及 Ji(z) 为 阶 数 是 0 与 1 的 贝 塞 尔 函 数 (参阅 习题 3726). 
证 


z 1 rz _ | 
[ uJo (u) dz 一 元 [ udu [ cos( 一 zsinp)dp 
本 二 [ udu [ Leos(g~using)cosg+ sin(g— using)sing jdg 
o o 


一 一 [ du | zcos(p 一 xsinp)cospdp 十 过 [ du [ usin(g— using) singdg 
0 vo 0 0 


cos(gp— using)d(using) 二 过 [ dp [ usin(g— using)d(using— 9) 
0 站 


. 1 ™ _ . _1 n [ . 
， cos(p—using) dg 二 元 [ xcos(g— xzsing) dg 元 | dp , cos(g— using) du 


4 一 4 | 4 | 4 PE 


上 dz [ cos(9 一 xsinp)dCxsinp 一 2) 十 过 [ du | cos(g— using) dg 二 十 [ dp [ udcos(g— using) 
0 0 0 0 0 


cos(g—using) dg 十 [ xcos(g— zsing)dg— 去 [ du [ cos(gp—using) dg 
0 
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一 过 [ Zcos(9 一 Zsinp)dep 一 ZJiCz)， 
上 述 各 式 中 的 被 积 函 数 显然 为 u 及 9 的 二 元 连续 函数 ,因此 ,交换 积分 顺序 是 合理 的 . 本 题 获 证 . 


8 2. 带 参 数 的 广义 积分 . 积分 的 一 致 收 化 性 


1 一 致 收敛 性 的 定义 ” 设 函 数 f(x,y) 在 区 域 a 志 z 过 十 %o ,yi 二 y 过 ys 内 是 连续 的 . 若 对 于 任何 e 之 0， 
都 存在 数 B 一 B(e) ,使 得 在 5 宇 B 的 条 件 下 有 


二 co 
| flr,y) dr | <e (yy<y), 


则 称 广义 积分 
| feede (1) 
在 区 间 (y ,yz ) 内 一 致 收 伊 . 
积分 (1) 的 一 致 收敛 与 形 如 
> | FCzyy)dz (2) 


(其 中 4a=ao 过 ai 过 a 过 之 qs 之 qari1 过 ;县 lima, 王 十 0) 的 一 切 级 数 的 一 致 收敛 等 价 . 
若 积 分 (1) 在 区 间 (yi ,yz ) 中 一 致 收敛 , 则 在 这 个 区 间 内 它 是 参数 > 的 连续 函数 . 


2” 柯 西 准则 ”积分 (1) 在 区 间 (y ;wi) 内 一 致 收 钱 的 充分 必要 条 件 为 :对 于 任何 s>0， 存在 数 B 一 Ble), 
使 得 只 要 必 盖 日 及 上 太 > 盖 吾 , 则 


| fer, wdr| <e (yy ya). 
3” 魏 尔 斯 特 拉 斯 准则 . 积分 (1) 一 致 收敛 的 充分 条 件 为 ;存在 与 参数 y 无 关 的 强 函数 下 (zx) ,使 得 
(1) 当 a 所 zx 过 十 co 时 | f(x,y) | 和 F(x)， | 下 (xz)dz<< 十 co. 
4 对 于 不 连续 函数 的 广义 积分 有 类 似 的 定理 . 
求 积分 的 收敛 域 : 


二 co 
[3741] | I 二 2 
提示 。 当 a 之 0 时 ， 2 ?EH ， 易 知 积分 收效, 当 4<0 时 ， 积 分 发 散 . 


解 当 a 关 0 时 ,二 1 二 六 zs 1 二 zx 而 积分 


十 oo 


三 -dz _ -- arctanz 
a 1l+z? 0 


一 工 
2 ， 


故 原 积分 收敛 ， 
当 a<0 时 , 原 积分 显然 发 散 . 于 是 ,积分 | ”Te dz 的 收敛 域 为 >>0 的 一 切 a 值 


十 co 
[3742] | dx 


pe 
工 ’ Qt Dr 
解 首先 注意 (zs) (xz? 二 zr) 


若 max(p,q)>1, 则 显然 当 z 充 分 大 时 (志平 5】<0, 从 而 , 当 工 充分 大 时 函数 -5 车 二 是 递减 的 ,并 


且 很 明显 ,这 时 lim -7 持 志 一 0. 又 因 | | coszdz | 一 |sinA1<1 (对 任何 A> , 故 知 | ”92 dz 收 全 
rtooX? 十 x? x 、 十 
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车 max(pP,g)S1, 则 便 有 ( 二 于 二 ) 之 0, 故 函数 -5 陡 志 在 + 之 x 上 是 递增 的 . 于 是 ,对 于 任何 正 整 数 "， 
有 


V2 x x mv 
Fd 4 Br ) 党 数 >0， 


2nm+ 生 ”并 COS 工 V2 f?ar+ 至 
| XxX? 十 dz > 


故 不 满足 柯 西 收敛 准则 ,因此 ,积分 | ”:3e9ssdz 发 散 . 


【3743】 站 Se dz 
解 若 9 一 0, 则 由 于 积分 | 一 二 dz 仅 当 捕 >1 时 收敛， 而 积分 | 了 二 dz 仅 当 p 之 1 时 收 合 , 帮 积分 


| 于 dz 对 于 任何 的 p 值 及 4 一 0 发 数 . 


若 gz0, 则 积分 ”dz 一 |”z-?sinzrdz, 利 用 2380 题 的 结果 即 知 : 当 | 二 | <1 时 , 原 积分 收 全 


? dz 
【3744]】 [ Tinzlr nz 


i dz 1 ，- 
解 题 思路 | To 人 a 2362 题 的 结果 . 再 考虑 积分 | = 


FE 
上 本， 由 mtz-D? 让 一 1 可 知 积分 | 1 一 民有 相同 的 禾 散 性 . 综合 上 述 两 个 积分 
1 lnez ln 所 
的 结果 即 可 求 得 原 积分 的 收 北 域 
1 dr _f dr _ Pr1 
解 考虑 积分 ,TT ,= = | ine (LT)ar, 


0 1 
(=) 
利用 2362 题 的 结果 即 知 : 它 当 一 p> 一 1 或 <1 时 收 全 

再 考虑 积分 | Ts 一 | 扣 -. 由 于 


1 lntx 
一 户 p 
lim (z—1)? 1 -=| lim 5 二 | =- =| im | =1 
ln? zri+0 lInzx zz1+0T 


分 | 三 汪汪 具有 相同 的 敛 散 性 ,而 后 者 显然 当 p<1 时 收 化 ,之 1 时 发 散 , 从 而 ,前 者 


故 积分 | jS- 
亦 然 
于 是 , 仅 当 p<1 时 ,积分 | 此 5 收 全 


1 cos 了 一 一 
| 5 zdz= | -dz 
0 W1 一 并 0 V1 一 工 V1 十 并 


1 
， 1 1 cos 1 一 
由 于 当 0<x<1 时 ,对 于 任意 的 ,YITZ 与 -帮手 都 是 单调 有 界 函 数 , 故 原 积分 与 积分 |， -dz 同 
1 5 1 一 六 人 cost 
化 .对 此 积分 代 换 := 了 见得。 -dz | ， 2d 


易 知 积分 | ”Sd 仅 当 a>0 时 收 全 .事实 上 , 当 a>0 时 它 显 然 收敛 . 当 a 一 0 时 它 显然 发 散 . 当 a<0 时 ， 
令 Bb 二 一 a。(8>0), 则 对 于 正 整 数 n 有 


2nrr+ 开 
| 4 pcostdt>> (2nn)e lL 工 - 十 co (n>00), 


2mx V2 4 
故 积分 全 tpcostdi 发 散 , 


于 是 ， 积分 | A 仅 当 2 一 二 >0 时 收 化 , 即 仅 当 n<0 或 之 方 时 收 化 


【3746】 | 一 sinz dr (p>0). 


ZX? 十 sinx 
解 ” 因 为 

sinz 1， p>1, 
lim Sinz = lim z =4 工 p=1 
zr+or? 十 Sinxz rp 二 Sin 2 ” 
z 0， p<l, 

oo ~ 

故 z 一 0 不 是 积分 | ”7saz -dz 的 正点 ,因此 ,只 要 讨论 积分 |” 半生 二 dz(p>>0) 的 合 散 性 . 由 于 
sinz _ sinx sin? x 


xX?+sinz Zz? xt(x?tsinz)’ 
to sinx ,Ls 
而 ”加 qz 收 合 ( 当 p>0 时 ) , 故 只 要 讨论 
站 Sin2 六 
2» Xe(zz 十 Sinz) 7 
的 敏 散 性 .但 当 pp 二 0,zx 之 2 时 ， 


0< 十 1 COS2X simz 二 Sin2 并 Sin2 x 1 
my Xx?+1) zr* (zx?t1) ZP(z 十 1)》 zr Tn 7 oO Xx? (rx? CO—1) 


而 易 知 |” 党 罕 和 dz 恒 收敛 ( 当 p>0 时 ) ,积分 |。 2 当 0<p<< 训 时 发 散 ,积分 | ”CCD 


当 p 之 去 时 收 伊 , 故 积分 ”250 汪 和 二 7 当 力 之 计时 收 合 , 当 0 忆 p< 计 时 发 散 .由 此 可 知 ,积分 
”sinz y 1 
利用 与 级 数 比较 的 方法 研究 下 列 积分 的 收敛 性 : 
[7 | 党 


解 ” 设 za>0. 我 们 证 明 : 对 任何 数列 
0=a0 <ai <as < <a < (as 一 十 co). 


数 > | 29Pdz 都 收 伍 . 事 实 上 ,有 


jt COSZ sinzx + sinzx dz 
» Xia® Za a 《z+a)’ 
for Sina sina an inz 
故 | cos 并 4 一 mip 加 [Im p 8 jdx 
om ZX 十 a amtp a amta a (x 二 a) 
从 而 ， 
ntl cosz | 1 1 | dz 
过 
zad z| < Zrat a (zta)’ 
__l 1 _ 1 1 2 
四 二 5 ar 十 @ 7” 


由 此 可 知 ,满足 柯 西 收敛 准则 ,从 而 ,级 数 >) | "29 王 dz 收 全 .因此 ,积分 |” 29PEdz 收 全 


an 


车。 一 0, 显 然 瑕 积分 2 发 散 , 故 广义 积分 | ”seszdz 发 散 . 


下 设 c<<0. 若 a (zx 十 工 DO Cn 二 0,1,2,…), 则 


oo (mil)x 十 co {ntl)n oo 
| cosz | 一 = | COS 工 szdz+ | cos 工 jy 一 | COSX dz+(CD | cost dy 
0 z 二 ad 工 十 Ca crtDx Ta 0 工 十 @a 0 1 十 开 

2 


由 上 所 证 , 右 端 第 二 个 积分 收敛 ;又 由 于 


lim =(—1)"! 


rt+a 


zx 


故 右 端 第 一 个 积分 收敛 ( 它 不 是 广义 积分 ,补充 定义 被 积 函 数 在 xz 一 (Cn 十 本 )x 时 的 值 为 (一 1)"*! 后 即 为 连 


续 函 数 的 积分 ); 从 而 ,此 时 积分 | ”298 dz 收 全 
o。 ZX 十 a 
车 a 二 0 但 oa 天 一 Cn 十 去 )x (2 一 0,1,2,…), 此 时 cos( 一 a) 关 0. 由 连续 性 ,可 取 SG>0, 使 当 一 a 委 z 魏 
一 a 十 6 时 cosz 保持 定 号 且 |cosz | 之 广 |cos( 一 a)1. 于是， 


i dz | > 1 |cos(—a)| | dz 一 十 ce. 
区 a —a a 


由 此 可 知 , 瑕 积分 | ” 22?zdz 发 散 .从 而 ,积分 | ”SP dz 更 是 发 散 . 
综 上 所 述 ,积分 | ”Sdz 仅 当 a>0 及 a= 一 (十 到)z (一 0,1,2,…) 时 收 合 


[3748] 全 一 zdz -Co>0). 
[9 


lx"sin x 


解 ”由 于 被 积 函数 非 负 , 故 只 要 考虑 化 为 一 一 种 特殊 的 ( 正 项 2 我 们 有 


too Xdzx 『 dz [i [mi xdzx 
| 1 十 zsin2 工 o lx"sin’ zr + > GD 和 盏 1 sin2 5 十 > kr 于 十 sin 


kr 到 zdzx [wi kndx 
又 积分 0< 1 ET GD 于 1+[(k— Dra]sinrx’ 
人 (k—1)xdz [ xdz [Wi (k++1)rxdzx 
4 和 1 十 LCR 十 1D)rj"sin? x tr 和 1 十 Xx"sin? x wr 1 十 [CR 1)rJ"simxr’ 
且 
| dz 1 ，， naf cotz ) 加 
wr ltarsimz ViTar 0 Dt 
2 2 L. 
一 arctan 一 一 一 一 一- 一 一 一 一 ， 
V1lta’ vl 下 /Ta 4 2 v 十 好 


Am 十 于 
or dz 1 5 2 
-一 一 一 tan( wW/ t 一 1 十 ai 
| Ep I an( V1+a’ tanz) en +a 
至 


由 于 于 <arctan AI 十 Ga < 也 ， 从 而 ， 


TT 过 [i dz 一 区 
2 ViTa’ “Ji 1 二 asinz Visa 
kr 可 xdr kr 
于 是 ， 0< | IT sinz WwW1 十 [L(R 一 1)z]" ， 
(k— 1)r tr zdzr (Ek 十 1) 


2 VI 二 [ERA J 1 二 zsinz VITTGR— Day 


205 


由 于 当 n>>4 时 ,级 数 


~ ~ (k++ Dr 
及 0 
2 2 V FE 之 V1l+[LC oe 1)rx] 
< Dr Xxdz 
收敛; 而 当 n<4 时 ,级 数 2》) -太志 发 散 , 故 级 数 D2), 于- 当 n>>4 时 收敛 ,而 级 
数 
= [i xdzx 
Jer# 工 十 zsin2 工 
仅 当 nn 之 4 时 收敛 . 
因此 ,积分 |” 二 革 到 - 仅 当 n>>4 时 收 伍 . 
”> o lx"sinz ” 
to0 dz 
3749 一 一. 
1 | zx? Vsimx 
解 ”由 于 被 积 函 数 非 负 , 故 只 要 考虑 化 为 一 种 特殊 的 ( 正 项 ?级 数 即 可 .我 们 有 
| dz _ > dz > dz 
* zx? Veiniz Cll ze Msimz fo (Crtnn)? Msimx 
dz 1 to dz rz dz 1 
,» 3 。 一 一 一 一 一 所 5 ~ 3 。 。 
于 是 0o AASinzz 和 (n+1)?rr | Zz? Vsimn x | Vsiniz 之 n? rn? 
易 证 积分 |。 收 贫 , 且 级 数 2 记 当 1 时 收复; 当 p<1 时 发 散 因此 , 原 积分 仅 当 > 1 时 收 全 
0 sin’z n=1 
[3750] 三 sncz 二 dz 
+ Sin(z 十 z) ， fsin(z 十 2z2) ，，f sin(z 十 好 ) 
解 ”我 们 有 | Se dz 一 | sm dz 十 | Eg 


易 知 右 端 第 一 个 积分 (x 二 0 可 能 是 瑕 点 ) 当 nm<2 时 收敛 , 当 n 宇 2 时 发 散 . 下 面 研究 右 端 第 二 个 积分 , 先 设 
n 访 一 1. 对 任何 数列 1 二 ao 过 al 过 之 a 过 … (aa 一 十 co)， 
后 sinCZz 十 空 )4 [i dLcos(Cz 十 z2)] 


n 


a 并 本 zx" (1 十 2z) 
coOS( 工 十 2 )》 | +1 全 [2(n 二 1)zx 二 njcos(x 十 x? D7 
x" (1l+2z7) a x" 1(127x)? " 
m+tp—1 
apt1 rt 7 “tp [2Cn 二 1)x 二 nj]cosC(z 二 zx:) 
故 > Zn"(1 十 2z) 六 ZTC1 十 2z)2 de， 
"for sin(z 十 妇 ) 1 1 mtp 202 十 1)z 十 |72| 
从 而 ， > 了 dz < tort | To) 4 
+ 2(2 十 1)z 十 |2| 

易 知 积分 | ZX"t1(l 十 2x)? dz 
收 敏 ( 因 为 im zf 2 二 得 夺 一 2 > 0,n 十 2>1D). 由 此 可 知 , 对 任 给 的 se>0, 必 存在 N, 使 当 >>N 


时 ,对 Pp 二 1,2,3,…, 均 有 
m+p— 


> 他 te 74 dz|<e 


于 是 ,根据 柯 西 收 全 准则 ,级 数 2 | ”smn(z 二 守 2dz 收 化 ,从 而 ,积分 | ”SinCz 十 dz 收 全 


二 0 ”4 


再 设 n 志 一 1. 令 名 和 分别 表 方 程 x? 十 x 二 2kx+ 和 zx? 上 工 一 24x 十 2 的 (唯一 ) 正 根 , 其 中 & 一 1,2， 
3， 即 令 


& ; (w]1 十 8&Rr 十 r 一 IT)， 六 一 于 CVITRRX 二 玩 一 1)， 
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于 是 ,办 之 包 一 十 co (hk 一 coo). 我们 有 (注意 一 n 宕 1) 


二 SC 了 ) 1， > 专 八 = -dz 之 一 亏 儿 dz> 万 (9 一 &) 
x Vit8krntx— 1 Tt (ko00) 


4V3 VIiT8Ert2x+ VI 于 BA 十 元 8V2 
由 此 可 知 , 此 时 积分 |” 二? qz 发 散 . 


Mn+ ) 


综 上 所 述 ,积分 | dz 仅 当 一 1 二 n<<2 时 收 化. 


[3751】 以 肯定 的 方式 陈述 ,什么 是 积分 | ”f(z,y)dz 在 已 知 区 间 (y ,ys) 内 不 一 致 收敛 ? 


解 ” 若 对 于 某 个 正 数 ,不论 B 取得 多 大 , 恒 存 在 如 实 B 以 及 yo Ely1 ,yz) (bo 与 yo 都 依赖 于 B) ,使 得 


| 广 (zyyo)dz 之 so， 


则 | 7cz,yydz 在 区 则 (yn ,ye ?内 不 -- 致 收 伍 . 


【37523 证 明 : 若 (i ) 积 分 | f(z)dz 收敛 ; (ii ) 函数 g(x,y) 有 界 , 且 关 于 z 是 单调 的 , 则 积分 


|- f(z)glzsy)dz 一 致 收 伊 (在 对 应 区 域内 ). 


证 设 |1p(z,y)[ 委 工 , 则 由 题 设 (| ) 知 :对 于 任 给 的 e 汪 0, 总 存在 数 B= B(e), 使 当 A’ 汪 A>>B 时 ,就 有 


不 等 式 


A € 
f(z)dz|< 套 
由 积分 第 二 中 值 定理 知 :存在 tE[A,A’], 使 有 下 述 等 式 
| rcpecr,paz=-pChA+o | redz+e04 0» | fz)dz. 


由 (1) 式 ,得 fF f(z)dz|< 井 ， fF 机 
于 是 ,由 (2) 式 ,可 得 下 7GzpgCz,ydz| <L 喜 并 tL 闸 E， 
即 积分 | f(z)g(z,y)dx 在 对 应 的 y 区 域内 一 致 收 外. 


【3753】 证 明 ; 一 致 收敛 的 积分 I= |” ey) dr (0<y<l) 
不 能 以 与 参数 无 关 的 收敛 积分 为 强 函 数 . 

证 任 给 e>0. 取 A。 之 1 充分 大 ,使 | 0- du<e. 

下 证 : 当 A>>A 时 ,对 一 切 0<y<<1, 均 有 


事实 上 , 当 二 入 y<1 时 ， 


Vx 
去 (一 六)? WE - (5)? 网 2 网 一 ae 
[es dz 过 dz 一 n° < ~ du 过 4 * du<es 
当 0<y<< 二 时 ， 
Vn 
~ ll - iil) [+ -1(r-i 一 (ri)? 
| e (>) dz< | ewe) dz= 六 。 C2) dart], eC») dz 
A 1 1 


(1) 


(2) 
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= | di 二 | ed 全 ed 一 2y 三 edu=2y re 
由 此 可 知 ,积分 |” 疡 (”*》 dz 在 0<y<1 上 一 致 收 全 
最 后 证 明 ,不 存在 这 样 的 函数 p(x) (zx 之 1) ,使 


0<e C3) gr) (zl 0<y<D (1) 
并 且 | wz?dz 收敛. 用 反 证 法 .假定 有 这 样 的 函数 p(z) 存 在 , 则 由 | ”9(z)dz 的 收敛 性 可 知 , 必 存在 点 


zo 之 1 使 p(xo) 二 1. 于 是 , 令 加 一 志 , 则 0<w<1 且 


- 广 ( 有 mo- 让 )】? 一 
€ 中 ”0 二 1 之 p(zo)， 
此 显然 与 (1) 式 矛盾 . 由 此 可 知 ,一致 收 伍 的 积分 的 被 积 函 数 不 能 以 与 参数 y 无 关 的 具 收 敛 积 分 的 函数 为 
强 函 数 .证 毕 . 
[3754】 证 明 :积分 I= 三 aeredz 


(1) 在 任何 区 间 0 和 ae 委 c 委 2 内 一 致 收敛 ; 
(2) 在 区 间 0o<a< 内 非 一 致 收敛 . 
证 显然 ,积分 1 对 于 每 一 个 定 值 a 之 0 是 收 伍 的 . 事实 上 , 当 n 一 0 时 ， [i qe“ dz 一 0; 当 a>0 时 ， 


oo 
| ae “dzx=—e 壬 


0 


一 ]. 


0 


(1) 如 果 0<a 委 cc< 委 5, 则 由 于 0 过 [ae dz 一 e % 委 e 汪 , 故 对 于 任 给 的 s 盖 0, 可 以 找到 不 依赖 于 a 


的 数 Au 一 上 n 二 ,使 当 A>>As 时 ,就 有 [WE 二 ge. 于 是 ,在 区 间 0<a< < 上 积分 1 一 臻 


收敛 . 

(2) 如 果 0 委 o 委 2, 则 不 存在 这 样 的 数 Ao. 事实 上 , 取 0<e<1 就 办 不 到 . 由 于 当 a 一 十 0 时 ,e 入 一 1, 故 
对 于 足够 小 的 值 ,e “就 比 任意 一 个 小 于 1 的 数 se 为 大 . 因此 ,在 区 间 0 和 cv 委 2 上 ,积分 1 对 a 的 收敛 是 不 
一 致 的 . 


[3755】 证 明 : 狄 利克 雷 积分 [一 | qr 


(1) 在 每 一 个 不 含 数值 a 二 0 的 财 区 间 [a, 纪 上 一 致 收敛 ， 
(2) 在 含 数值 =0 的 每 一 个 闭 区 间 [a,6] 上 非 一 致 收敛. 
证 不 失 一 般 性 ,我 们 只 考虑 a 的 正 值 . 


Q) 由 于 积分 | ”smsdz= 于 是 收敛 的 , 故 对 于 任 给 的 c>0, 存 在 数 A。 ,使 当 A>Ao 时 , 恒 有 


十 ce 
sinz 4 
| sdz| <e, 


A 


当 a>0 时 ,由 于 | Serqz= [| sinzdv, 故 取 4> 饶 9 ,对 于 ax>0, 就 有 


三 和 = 
于 是 ,在 区 间 0<a<a<b 上 ,积分 1 是 一 致 收敛 的 . 

(2) 对 于 任何 的 A>0, 当 au- 十 0 时 ， 
因此 , 当 a>0 且 充 分 小 时 ,有 Pa sur 
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于 是 ,在 区 间 0 委 c 委 (0) 上 ,积分 了 不 一 致 收敛 . 
研究 下 列 积分 在 所 指定 区 间 内 的 一 致 收敛 性 : 


【3756】 | e-“sinrdr (0<a<a<+o0). 
0 


解 由 于 当 0<w 委 < 十 co 时 ,|er= sinz| 秋 eror, 且 积分 六 erdz 一 过 收敛 , 故 积分 全 e” 
"sinzdz 在 区 间 0<o 委 < 十 cc 上 一 致 收敛 . 

[3757] | 国 xedr (a<a<b). 

解 ” 当 ac 委 o 委 0 有 是 X 之 1 时 ,0< ze < 魏 尼 e .由 于 


2 
lim (zz » re *)= lim 三 一 一 0， 


了 一 十 co I+ 


故 积分 | ”wre-*dz 收 伊 , 从 而 ,积分 ”ze-*dz 在 区 间 a<e<6 上 一 致 收敛. 


十 co 
[3758] [ 人 dr (~oo<a<+o0). 


cosaxz 1 to dz _ to cosax 
解 由 于 | 和 | 二, 且 积 分 | ”1 一 x 收 煞 , 故 积分 | ”Seedz 在 一 co<e< 十 co 上 一 致 
收敛 . 
【3759] | 去 区 (0O< ce< 十 co) 
o (z 十 2 十 1 ~ : 


_ 1 
1l+x? 


dz 


He _ +o0 dx 
委 C0<a<+oo), 且 积分 | Tz 一 至 收 售 , 故 积分 | TF TI 


1 
解 由 于 0< TozTI 
在 0( 委 ac<< 十 cc 上 一 致 收敛 . 
[3760} [| Sint -wgdz (0<a<+o0) 
0 x 
提示 注意 z 一 0 不 是 瑕 点 ,利用 狄 利克 雷 判 别 法 或 柯 西 准则 ， 
解 首先 注意 ,因为 lim snzer 一 1 故 z 一 0 不 是 正点， 
证 法 1， 
由 于 | sinzdz | 二 |1 一 cosA| 志 2, 而 当 0<a< 十 oo 时 ,函数 在 xz>0 关于 工 递减 ,并 且 当 z~> 十 co 


ee 


时 它 关于 (0<o< 十 co) 一 致 趋 于 零 (因为 0<o< 十 co,z>0 时 ,0<s 一 < 工 ), 故 由 狄 利克 需 判 别 法 知 , 积 


x 


分 全 re" dz 在 0 过 a 二 十 co 上 一 致 收 但 . 


证 法 2， 
由 积分 学 第 二 中 值 定理 知 : 当 A' 4A>0 时 ， 
[| ze dz 一 | 支 | esinzaz ， 
其 中 A 和 A'. 我们 知道 e ”sinz 的 原 函 数 是 
_ asinz 十 cosz _, 
下。 (Z) 一 二 ee 所， 
显然 , 当 a 之 0,z>0 时 [FD |< le 2 + 1 一 
2 二 M “ 1 十 o 1 十 o 1 二 + ” 


故 当 4 >A>0,0 委 cec<< 十 co ,时 


[We dz| 和 | 到 [FPC 一 已 (4A)]| 一 分 . 


A TX 


由 此 ,利用 一 致 收 化 的 柯 西 收敛 准则 , 即 知 积分 
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三 sinze- dx 
0 这 
在 0o 委 << 十 co 上 一 致 收敛 . 证 毕 ， 
1 COS 工 
[3761} [ e“ 一 六 dz (0<a< 十 oo) 其 中 p>0 是 常数 . 


提示 ”利用 犹 利 克 雷 判别 法 或 柯 西 准则 . 
解 ” 由 于 Fr coszdz | = |sinA—sinl|<2, 


而 当 0 委 a< 十 ceo 时， 函数 < 在 ZX 之 1] 关于 工 递减 且 当 xz 一 十 co 时 关于 a(0 志 a 过 十 oo) 一 致 趋 于 零 ( 因 为 0 过 


a< 十 ,7 之 1 时 ,0< 生 << 喜 ), 芍 由 狄 利克 雷 判别 法 即 知 ，|”e-“ szdz 在 0<o<< 十 co 上 一 致 收敛 . 
注意 ,也 可 仿 3760 题 证 法 2, 利 用 积分 学 第 二 中 值 定理 来 证 明 . 
【3762】 | ae dz (0 和 ac<< 十 co). 
提示 ”注意 此 积分 是 收敛 的 而 不 一 致 妆 仇 . 
解 ” 此 积分 是 收敛 的 . 事实 上 , 当 a=0 时 ,积分 为 零 ; 当 a>0 时 , 设 Yazx ==1, 则 得 
国 Vae-” dz 一 六 ee d= 
但 是 ,此 积分 却 不 一 致 收敛 . 事实 上 ,对 于 任何 的 A 汪 0, 由 于 
im| ee dz 一 lim e2 dt= | ee di 一 冯 ， 


ae 十 OoJVcA 


扩 


故 对 于 0<e < 和 , 必 存 在 m>0, 使 有 


| ao eo drx>go， 
即 此 积分 不 是 一 致 收敛 的 . 


【3763】 [ee dz (1)a<<a<<oi(2) 一 co<<a<< 十 cc. 

二 oo 
解 显然 ,对 任何 固定 的 ,积分 | ”er dz 都 收敛 ,并 且 ( 作 代 换 x 一 一 
[- edz= [- ee dt=Vx. 


一 oo 


(1) 取 正 数 RR 充分 大 ,使 一 R 二 a 二 5<<R., 显然 , 当 |x| 宇 R 时 ,对 一 切 a 二 a 过 5, 有 
0<e_ "7 < 一 ez 一 RD ， 


显然 积分 请 ezi-p2 dz 一 2 六 eR dz 收敛 , 故 积 分 万 ez-ao" dz 对 4 过 a 过 5 一致 收敛 . 

(2) 对 任何 A 汪 >0, 有 

加 人 

故 当 = 充分 大 时 ,| ee -2 dz> 你， 由 此 可 知 站 ec dz 在 一 号 <e<< 十 co 上 不 是 一 致 收 伍 的 ,当然 
[qz 在 -oo<a<+co 上 更 非 一 致 收 全 

【3764】 [IM eaty) sinrdy (一 co<z< 十 co). 

解 ”此 积分 对 任 一 个 固定 的 zx 值 , 显 然 是 收 伍 的 , 且 当 z> 盖 0 时 ， 
| 20+ 史 ) sinx —zx2 Vx 


sinzdy 一 Te "了 


0 
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但 是 , 它 对 一 ceo<z< 十 ce 却 不 是 一 致 收敛 的 .事实 上 ,对 于 任何 的 4A>0, 当 z>0 时 ， 
| e- ty sinzdy 一 Smze 网 edi—> 全 ee d= (XxX> 十 0)， 


由 此 可 知 积分 不 一 致 收敛 . 


oo ei 2 
[3765】 [~ Ear (p>0). 


解 ” 由 2380 题 易 知 , 积 分 | sin(z?)dz 收 伍 , 又 [7 (p 之 0) 在 x 之 0 上 对 工 单调 递减 且 一 致 有 界 : 


0<1 Fl (p20,z>0), 


故 由 阿 贝尔 判别 法 知 ,积分 ”3dz 对 之 0 一 致 收 全 


[3766] J em 二 dz， (Dopp >0; (2 p>0 (q>—1). 
解 ” 注 意 到 z==0 和 z=1 都 可 能 是 瑕 点 . 作 代 换 z= 二。 ' ,得 
| ZX? 11ns 工 dz 一 一 | e Dree dt 一 全 eed 
0 元 jo 已 。 e 9 
右 端 的 积分 当 p 汪 0C(q 放 一 1) 时 是 收敛 的 "’ ,从 而 , 左 端的 积分 此 时 也 收敛 .更 由 于 (eye' 盖 0 很 小 》 
所 ZP lln9 二 dz 一 | e ridt, 


帮 | zlne 二 dz 的 一 致 收敛 性 等 价 于 |”e-*trdi 的 一 致 收 全 性 


(1) 当 p 之 po 之 0 时 ,由 于 
0<e *tr<e tte (0<t<+o0) 


而 积分 | ”eaee 收 伊 , 故 积分 |”e-*trdi 一 致 收 化 (对 于 p 之 ps 之 0). 从 而 , 原 积分 | zlne 二 dz 当 


pp 宇 加 之 0 时 一 致 收 化 . 
(2) 对 任何 A>0,p>>0, 作 代 换 pt 一 s, 则 


to0 十 ec 
| oredr | sre ds, 
由 于 > 一 1, 故 积分 | ”se ds 收 伍 , 且 显然 
十 co 
o< | se “ds5< 十 co， 
十 oo 
于 是 ,有 lim | e ?trdt— 十 oo， 
六 十 0J A 
由 此 即 知 , 积 分 | ”exze 岂 在 放 >0 上 非 一 致 收银. 从 而 , 原 积分 | zilm 二 dz 当 >0 时 非 一 致 收 全 
x*) 利用 2361 下 的 结果 (在 其 中 作 代 换 pt 一 s). 


[37671 | FE On<+to). 
解 el 是 下 点. 由 于 当 0<<1 时 有 
0<— < 0<n<+), 
1—x’ 1l—z 
而 积分 | -有 地 一 resinz | 一 各 收 分 , 故 由 殊 尔 斯 特 拉 斯 准则 知 , 积 分 |- 二 dz 当 0<n< 十 时 


一 致 收敛 . 
【3768]】 | sin 二 生 (0<2<<2). 
0 工 


n 
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解 ” 作 代 换 二 一 +, 则 


1 to 
| sin 工 和 | 1" ?sintdt, 


0 TX" 了 


并 且 , 很 明显 ， | sn 二 径 的 一 致 收 剑 相 当 于 六 zzsintdz 的 一 致 收 伍 . 显然 , 当 n 二 2 时 ,积分 六 上 
。sintdt 是 收 全 的 . 下 证 : 当 0 过 n<2 时 , 它 不 一 致 收 伍 . 事 实 上 , 当 0 二 n 过 2 时 ,对 任何 正 整数 m, 有 


2mar 十 到 2mmt 下 
sind> 写 | > 学 于 1 一， 
2 (2mx 十 至 ) 


2mx+ 全 


1 二 一 1, 故 当 ) 在 0<n<2 内 且 与 2 充分 接近 时 , 必 有 一 一 一 之 方 .于 是 ,这 时 
20 (2mr+ 玛 ) (2zmr 十 各 ) 


2mx 十 互 
| ”to ?sintdt > 站 一 常数 二 0， 


2mm+ 至 亚 


故 站 ”sintdi 在 0<n<2 上 非 一 致 收敛 . 


2 0 
【3769】 | ,一 一 一 (el 一 二 ) 
。 V(r— D(zr—2) 2 


解 ” 首先 注意 x 一 1,zx 二 2 是 刺 点 ;zx 二 0 可 能 是 瑕 点 .将 积分 分 成 在 (0,1) 及 (1,2) 上 两 个 积分 . 


当 0<x<1 且 lal 二 十 时 ， < 一 一 一 一 一 一 
2Z(1 一 xx)5( 广 一 2)3 
< 一 一 迷 一 一 
(1—Zx)F (x—2)3 
易 知 上 述 两 个 不 等 式 右 端 的 函数 分 别 在 区 间 (0,1) 及 (1,2) 上 的 积分 收敛 , 故 由 魏 尔 斯 特 拉 斯 准则 知 ， 


和 
V(r— I(r 2) 


x 


1 
1<z<2 十 时， 
lle gH, | ye 


2 a 
积分 | 了 一 二 一 dz 对 |e| 一 直 一 致 收 全 
0 V(r—1) (x—2)° 
1 
[3770} | J (0<a<1). 
二 
1 sinaz = 上 | singx [ sinax 
一 一 一 一 dz 一 dz 十 一 -一 dz. 
解 | V1|zx—al 0 Va—zr Vir—a + 


对 于 积分 | EF 
0 Va 一 并 


sina 
9 Ma—zx 


[ sine_ dz 
~ Vaz 


一 2V7， 


dx 
-7 Ma—x 


<e, 


因此 ,对 0&a<1 它 是 一 致 收 化 的 . 


对 于 积分 | SE, ,由 于 


“ty sinax aty dx 
一 一 dzx| 过 | 2Vn， 
下 并 一 和 < 7 


故 对 于 任 给 的 e>0, 只 要 取 0<7< 午 , 即 有 
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Ta 


三 _Sinaz dv | Ee. 
因此 ,对 0 委 o 委 1 它 是 一 致 收敛 的 . 
1 sinazx 

于 是 ,积分 | ET 对 0 委 o 委 1] 一 致 收敛 . 

【3771】 若 积 分 在 参数 的 已 知 值 的 某 邻 域内 一 致 收 伍 , 则 称 此 积分 对 参数 的 已 知 值 一 致 收效 . 
证 明 :积分 I 二 | 全 1 
对 每 一 个 天 0 的 值 一 致 收敛 ,而 对 a==0 非 一 致 收敛. 

证 设 o 为 任 一 不 为 零 的 数 ,不 妨 设 o >0. 今 取 S>>0, 使 m 一 8>0. 下 面 证 明 积分 了 在 (as 一 ,ao 十 6) 
内 一 致 收敛 , 事实 上 , 当 aeE (go 一 6,ao 十 0) 时 ,由 于 


a ao 十 人 
0CTFR TT 0 ” 


人 8 1 ade 
且 积分 | ”ie 二 Srzdz 收 合 , 故 由 雪 尔 斯 特 拉 斯 准则 知 ,积分 |” 下 旦 5 在 (ao 一 8,ao 十 6) 内 一 致 收 


但 ,从 而 ,在 wm 点 一 致 收敛 .由 ao 的 任意 性 知 ,积分 工 在 每 一 个 天 0 的 值 一 致 收敛 . 
其 次 ,我们 证 明 积 分 1 对 a 二 0 非 一 致 收敛 . 事实 上 ,对 原点 的 任何 邻 域 ( 一 6,6) 均 有 下 述 结果 ， 


+ adz _ fr~ dt 
对 任何 的 A>0, 有 [| >. 
fi df pe dt _x 
由 于 lm) 1+¥ | 1 十 在 2 


故 取 0<eo<< 训 ,在 (一 6,6) 中 必 存 在 某 一 个 mw>0, 使 有 


| 1 | 过 
因此 ,积分 1 对 a==0 点 的 任 一 邻 域 (一 6,8) 内 非 一 致 收敛 ,从 而 ,积分 1 在 a 一 0 时 非 一 致 收敛 

[3772】 在 下 式 中 lim| ee”dz 
把 极限 移 到 积分 号 内 合理 吗 ? 

解 题 思路 ”不 合理 . 这 是 因为 积分 |，ae “dz 对 0<a<b (b>0) 不 一 至 收 化 (3754 题 (2) 的 结果 ) , 故 
一 般 不 能 应 用 积分 符号 与 极限 符号 的 交换 定理 .对 于 本 题 ,实际 上 也 不 能 交换 . 

解 不 合理 . 事实 上 ,由 3754 题 (2) 的 结果 知 , 积 分 | ae-“dz 对 0<e<b (5>>0) 的 收敛 并 非 一 致 , 故 
一 般 不 能 应 用 积分 符号 与 极限 符号 的 交换 定理 . 对 于 本 题 , 实 际 上 也 不 能 交换 ,这 是 由 于 
| lime )dz=0, 


>eo 即 


>e. 


十 co 
+o0 
而 lim ae “dzx= lim(—e “) 二 1， 
aa 一 十 0J0 ae 十 0 0 
oo +oo 
故 得 lim | ”ae-“ dz 关 | Clim aere Ydz. 
ae 一 十 0J0 0 ar 十 0 


【3773】 函数 F(z) 在 区 间 (0, 十 ceo) 内 可 积分 ,证 明 公 式 : 
lim 「”e-= rz)dz= | fr)dz. 


ar 十 OJ 0 


证 “容许 有 有 限 个 惠 点 . 为 级 述 简单 起 见 , 例 如 , 设 只 有 一 个 焉 点 x 一 0. 已 知 积分 |” f(z)dz 收敛 且 
被 积 函 数 中 不 含有 a, 故 它 关 于 a 一 致 收 化. 又 因 函 数 e-=* 对 于 固定 的 0<e<1, 关 于 xz(Cz 之 0) 是 递减 的 ,并 
且 一 致 界 :0<e-“ 祥 1(0<o<1,z>0), 故 根据 阿 贝尔 判别 法 知 , | e-“ 7(z)dz 在 0<e<1 上 一 致 收 
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伍 . 于 是 ,对 于 任 给 的 e>0, 可 取 人 >P>0,Ao>0 (7I<Ao) ,使 
上 e “flxr)dzr | << 车 ， I e “f(rz)dr|<E 〈0<o 赤 1)， 
0 40 5 


由 于 f(z) 在 [wy,Ao] 上 常 义 可 积 , 克 有 界 , 即 存在 常数 M 使 | f(z) | 委 Mo CT 和 xz 魏 4). 再 根据 二 元 函数 e ” 
在 0 委 o 委 1, 委 z 委 4 上 的 一 致 连续 性 知 , 必 存在 S>0(6<1), 使 当 0<a<3s 时 ,对 一 切 7<Sxz 魏 4, 几 有 


a e 、 4 上 
0 委 1 一 e <#A Me 于 是 , 当 0<a<6 时 , 恒 有 
‘too to 
| e “f(rdz— | Fadz| 
0 0 
4o to to 了 7 
一 | Ce 一 DGzydz 二 | e-=7Codz 一 | czdz+ | ez)dz 一 | fn | 

Ao 40 0 0 


E EEE EE. 
<MAAMmt st tt E- 


由 此 可 知 ， lim| ef Cndz= | fr)dz. 
【3774】 若 f(z) 在 区 间 (0, 十 0) 内 绝对 可 积 , 证 明 : 
lim| ~ fCx)sinnzdz=0. 
证 由 f(x) 在 区 间 (0, 十 oo) 内 的 绝对 可 积 性 可 知 ; 对 于 任 给 的 e 汪 0, 存 在 4 之 0, 使 有 


oo e 
| | flz) |dz< 本. 
A 


于 是 ， 


先 设 f(z) 在 [0,A] 中 无 瑕 点 .我 们 在 [0,Aj 中 插入 分 点 0 二 过 过 过 之 -1 之 ty 二 A, 并 设 f(x) 在 
[a&-i ;tj 上 的 下 确 界 为 7973 ; 则 有 


A 
| fx)sinnrdz | 么 f(sinnzdz | 十 访 . 
0 0 


A Le fr La 6 Ld : 
| flx)sinnzdz= > flx)sinnzxdz= > 上 [f Cx) —m Jsinnzdz >) mg 站 sinnzdzx, 
0 k=1™ ti k=1 “kl k=1 tl 
从 而 有 
A m m 四 ba m 
I f(sinnzdz |< > wi Ati + 2 | ms | esnt 一 cosnt | >») wh A 十 地 >) [mx | ， 
° k=1 k=] A=1 =} 


其 中 wi 为 f(x) 在 区 间 [&-_1, 太 J 上 的 振幅 ,At 二 克 一 要 -1 


| y》， TUE Ai |< 专 . 
二 1 

对 于 这 样 固定 的 分 法 ， > | zx | 为 一 定 值 ,因而 存在 N ,使 当 n>>N 时 , 恒 有 
和 >) | | 到 二 
| 3“ 

于 是 ,对 于 上 述 所 选取 的 N, 当 ”>>N 时 ， 

| 六 reepsinnraz | 去 fensionzdz|+ {fensinnzaz 
F< Da to IT 上 | f(x) | dx 之 二 十 合十 襄 = EE, 


即 lim| flx)sinnrdz=0. 


其 次 , 设 f(x) 在 区 间 [0,A] 中 有 瑕 点 .为 简便 起 见 , 不 妨 设 只 有 一 个 环 点 , 且 为 0. 于 是 ,对 于 任 给 的 e> 
0, 存 在 7>0, 使 有 


站 1f(z)1dz< 专 ， 
0 
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但 是 , f(x) 在 [Ly,Aj 上 无 瑕 点 , 故 应 用 上 述 结果 可 知 :存在 N, 使 当 n>N 时 , 恒 有 
fF f(sinnzdz | < 号- 
了 
于 是 , 当 n>>N 时 ,有 
| 户 fnsinonzdz |<| |fCzx)|dz+ 下 fz)sinnzdz| 十 人 | FFCz) 1dz< 本 十 村 十 二 一 e 
即 lm flxr)sinnxrdr=0. 
总 之 , 当 f(x) 在 (0, 十 吕 ) 内 绝对 可 积 ,不 论 f(z) 在 (0, 十 oo) 内 有 无 瑕 点 , 均 可 证 得 
lim| ~ flx)sinnzrdr=0. 
【3775】 证 明 : 若 (1) 在 每 一 个 有 限 区 间 (a, 思 内 f(x,y) 信 f(x,yyo); (2) | f(z;y)| 志 F(x), 其 中 


| 六 Fcedz<+ce 骨 


ee 二 oo 
lim flx,y)dr= | lim f(z,y)dz. 
yy0d a a yo 


证 条件 (1) 表 示 当 yy 时 , 当 z 在 任何 有 限 区 间 (a,65) 上 ,f(z,y) 都 一 致 趋 于 f(x,yo). 于 是 ,有 
lim | f(x,y dx— | zym)dz (对 任何 b>a). 


又 在 不 等 式 { f(zx,y)| 志 F(x) 中 令 yyo (任意 固定 zx) ,得 | f(x,yo)| 志 F(x), 故 三 f(z,yo)dz 收敛 . 


任 给 e>0. 由 于 ”F(z)dr< 十 oo, 故 可 取 定 某 b>a, 使 | F(z)dz< 三 .对 此 5b, 又 可 取 $>0, 使 当 
0 过 |y 一 yo | 过 6 时 , 恒 有 
pb 而 € 
| f(xydz— | f(xy)dz|< 二 . 
于 是 , 当 0 过 |y 一 yo | 过 6 时 , 恒 有 
广 fxsy dr— 三 Jrsy)dz| 
站 b 二 oo 十 ce 
<|| fradr— | rezyodz|+| lczsyldz+ | | f(z yo) 1dz 
a a [4 [2 
E 二 to € € € 
一 二 + | FCDadz+ | F(x)dr< 生 + 后 十 生 =e 
十 co 十 ea 十 ce 
由 此 可 知 ， lim| 大 (zyy)dz 一 | flr,y)dr= | lim f(z,y)dz. 
证 毕 . 
注 ”本题 中 应 假定 :对 任何 5>a,f(z,y) 关 于 工 在 [a,b] 上 可 积 . 
K3776】 利用 积分 符号 与 极限 号 互 换 , 计 算 积 分 


解 “ 先 证 积分 符号 与 极限 号 能 互 换 .事实 上 ,(1) 函 数 (1 二 到 ) "在 0o<<z<<A 上 连续 (任何 A>0), 故 
它 在 [0,AJ 上 可 积 ;(2) 又 (1 十 三 )“ 在 [0,A] 上 关于 为 单调 碱 小 的 , 且 lim (1 十 到 ) "一 e-” 为 连续 函 


数 , 故 按 狄 尼 定理 , 当 人 有) 于 人 上 站 se (3) 由 于 0< (1+ 王 ) "< 


季 吉 m12,…), 且 | 和 5 一 于 < 十 0, 故 积 分 | (1 十 五) dz 关于 mn 一 致 收 伍 . 因此 ,我 们 可 以 
应 用 积分 符号 与 极限 号 的 互 换 定理 '… ,从 而 ,得 
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2 
moo0. Tr 
Mi 
To dz Te 
而 | Qi+ 态 》 va| a )" =Val,, 
nn 
又 由 于 
十 co t 十 co 十 co £2 
-| oe OT | 2 bj He dn DI 2 DE, 
故 得 =. 


又 因 厂 = | ”1 华 5 一 至, 将 上 式 递 推 即 得 


了 二 13…(2n 一 3) 工 _(22 一 3)11 x 
” 2 .4…(2n 一 2》 2 (2n—2)11 2 

1 (2n—3)1! xVn 

于 是 ， | dr limcan att 2 


根据 沃 利 斯 公式 ,我们 有 


工 二 lim [(2z7)11 Jim L221 
2 nt Tan DI] oniC2n— 31 


三 dr lm Vn x nD) Van 这 厅 
o 7 2 Cn! 2 (C2n—2)11 pp 2NVNxN2 


x*) 参看 菲 赫 金 哥 尔 蒋 著 《 微 积分 学 教程 》 第 二 卷 480 目 定理 工 . 


SE 


【3777】 证 明 :积分 F(a) = | ero2 qz 
是 参数 a 的 连续 函数 . 


sn 


证 POT ema ora] etdrt| evar= [erat 
由 变 上 限 积分 的 性 质 知 ,积分 | edz 是 a( 一 oo<a< 十 oo) 的 连续 函数 , 故 F(a) 也 是 a( 一 2<a< 二 oo) 
的 连续 函数 . 

【3778】 求 函数 F(a) = [0 Sin —e )zdz 
的 不 连续 点 . 作出 函数 > 二 Fla) 的 图 像 . 

提示 ”注意 当 |a| 过 1 时 ,F(aj 一 下 ; 当 la|>1 时 ,F(a) 一 一 子 ; 当 |a| 


一 1 时 ,下 (a) 一 0. 
解 当 1 一 ao:>>0 即 |c|<1 时 ， 


fs sin(l—a’)x 2 =| Sint jz 
Fo 下， 《1 一 Ga2 ) 并 de )z] o i dt 


当 1 一 a 过 0 即 |a| 守 1 时， 


FoO= 一 | farce Dz]=— [d= 


当 1 一 和? 二 0 即 |a|==1 时 ,FXa)==0. 
于 是 ,a 一 士 1 为 F(a) 不 连续 点 . 如 图 7.2 所 示 


研究 下 列 函数 在 所 指定 区 间 内 的 连续 性 : 


Sa 
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_f” zdr ye 
【3779】 Fo= | pe 当 a>2. 


解 对 于 积分 |” 这. 由 于 当 z 之 1 时 ， 


I x 1 


0 于 去 < 


其 中 o>ao>2, 且 积分 | -和 由 分 | ”半生 对 s>o 一 致 收 化 ,从 而 ,积分 |” 党 屿 对 a 之 oo 


2 二 x 
一 致 收敛 . 因此 ,F(a) 当 a 之 ao。 时 连续 . 由 于 wm>2 的 任意 性 , 故 知 F(a) 当 a>>2 时 连续 . 


+oo 
[3780] FoO= | dz, 当 a>0. 
1 


a 


解 题 思 路 由 狂 利 克 雷 判别 法 易 知 ,积分 |” 中 Soszdz 对 a 之 go >0 一 至 收 化 .从 而 ,西数 F(a) 当 a 之 ao 
时 连续 .由 ao 盖 0 的 任意 性 即 知 ,F(a) 当 w 盖 0 时 连续 . 
解 ”对 于 任何 4A>1, 均 有 上 coszdz | <2. 


而 函数 三 在 x 之 1,e>0 关于 z 单调 递减 , 且 由 


0< 三 < 议 (x>1,a>ao >0) 


知 : 当 z 一 十 co 时 三 在 a 之 ao 时 一 致 趋 于 零 . 因此 ,由 狄 利克 雷 判 别 法 知 ,积分 


dz 


a 


| t+™ COS 工 


1 


对 a 之 ao 之 0 一 致 收敛 .于 是 ,函数 下 (a) 当 a 之 ao 时 连续 .由 >0 的 任意 性 , 故 知 F(a) 当 we>0 时 连续 . 


[3781] Fo= dr， 当 0<a<2. 


解 Fo 一 用 - sinz dz 二 [ sinz dx 二 『 sinx dz [ sin(n—i) dt 
中 z 0 


(Cr 一 2 并) 至 Cr)" 
[了 sinzx 
=2] zn) dr 


由 于 当 0 和 7<1，0<ao 委 oo 委 w <2 时 ,有 


『 | sinz| dz<( 三 ) < (2 


0 TX (A— XxX)" ox 


故 对 于 任 给 的 s 盖 0, 当 


<0 
oemin| 1,(2 一 aa ) 志 二 (#)™” | 


时 ,对 一 切 ee 委 c 委 ol 皆 有 


站 sinx sz| < | sinz | dr 过 e 


o Xx x)" o TA x)" 


因此 , 瑕 积分 上 一 sinz dz 当 wm<a<w 时 一 致 收 化 .从 而 ,F(a) 在 a 过 a 志 a 上 连续 . 由 0 过 mo 过 a < 


XxX" (xn— x) 


的 任意 性 知 ,F(a) 当 0 二 a<2 时 连续 . 


oo 
[3782 F(a)= | dr， 当 0 过 a 过 1. 
0 


[aT 


z 0 


oo Fmtl)x 一 
解 Fo | TT 2 ET 


n=0" * 


当 0<o 委 <1l 时 ， 
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me 一 (nr 十 人 加 
| de "| 


0 sin’t o sin?t 
显然 ,积分 
" di _,[¥ _d 
| sin'o 上 ?| sin?oz” 
且 lim 站 一 各, 一 1, 故 它 是 收 全 的 . 而 级 数 》)e-" 为 公 比 等 于 e"<1 的 几何 级 数 , 它 也 收敛 . 于 是 ,由 魏 尔 


斯 特 拉 斯 准则 知 , 级 数 


fr aCnnte) 
>| et d 
对 0 过 a<&ao 一 致 收敛 .从 而 ,注意 到 被 积 函 数 是 正 的 , 即 知 积分 
to er 
| [sinzle d* 
对 0<a<a 一 致 收敛 . 因此 ,F(a) 在 0<a<a。 上 连续 . 由 ce 天 1 的 任意 性 知 ,F(a) 当 0<<a<1 时 连续 . 
【3783〗 F(a)= 六 ee dr， 当 一 cc<a<< 十 co. 


提示 “注意 当 a 关 0 时 ,F(w 一 二 ; 当 a=0 时 ,F(a) 二 0. 


解 当 ao 和 0 时 ,F(a) = 一 十 e-* 


a 


一 十 ,显然 它 是 连续 的 ， 


0 
oc 
0 


当 a=0 时 ,F(0) 一 | 0 .e-*dz 一 0. 于 是 , 显 见 F(a) 当 a=0 时 不 连续 


3 3. 广义 积分 号 下 的 微分 法 和 积分 法 
1” 对 参数 的 微分 法 ”车 1) 函数 f(x,y) 及 其 导数 f,(x,g) 在 区 域 4 委 + 二 十 ,yi 二 y 二 yo 内 是 连续 
的 ;2) | feydz 收 全 ;3) [S(x,y)dz 在 区 间 (ys , 光 ) 内 一 至 收 化 , 则 当 为 二 y 过 wn 时 


5S). fry dr= | f(xy dr 


( 莱 布 尼 医 法 则 ). 
2” 对 参数 积分 的 公式 “ 若 1) 函数 f(z,y) 当 x 之 a 及 yy<y 时 是 连续 的 ; 2) |” f(z,y)dz 在 有 
限 区 间 (y ,y) 内 一 致 收 伍 , 则 
| dy| foswdz= | dz]” flr ydy. (1) 


车 f(x,y) 之 0, 同 时 假定 等 式 (1) 中 两 个 内 侧 的 积分 连续 ,并 且 等 式 (1) 的 一 端 有 意义 , 则 公式 (1) 对 于 
无 穷 区间 (y ,ys) 也 正确 . 


【3784】 利用 公式 | ridr= (n>0), 
计算 积分 1= | milmmzdz， 其 中 必 为 正 整数 ， 
解 题 思路 ”首先 ,注意 当 0 之 z 声 1,n 之 mw 之 0 时 ,| mlnz| 委 一 co lnz, 利 用 2362 题 的 结果 及 魏 尔 


dr"! 1 
i dz 一 | xz linzdxz 对 nn 之 no 这 0 一致 收 人 证 ， 


1 
斯 特 拉 斯 准则 ,可 知 积分 | 
从 而 ,全 | zldzr= | zllnzdz 对 mm 成 立 .由 轴 之 0 的 任意 性 可 知 ,上 式 对 任意 n>0 均 成 立 . 


1 1 
其 次 , 利 用 数学 归纳 法 ,可 得 -5 | oldz 一 | aiIomzdz， 
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最 后 ,可 得 | 1 Innzdz 一 一] 
9 n 


dr" ! 


解 dp 三 x”!lnz (nn 之 0 为 任意 实数 ). 积分 


1 
| zx" 1lnzdz (1) 
0 
对 于 n 守 no >0 为 一 致 收 敏 . 事实 上 , 当 0<z1,n 守 no >0 时 ， 
[zx 一 lnz| 扫 一 xz lnx, 


而 积分 | z”'Inzdz 显然 收 剑 …. 因此 ,由 魏 尔 斯 特 拉 斯 准则 即 知 , 积 分 (1) 对 4 之 m 之 0 一 致 收 敏 . 于 是 ， 


积分 
[ x" dr 
对 参数 n 宇 no 求 导数 时 ,积分 号 与 导数 符号 可 交换 , 即 


dr ,i -| dr"-! -| ) 
dn J ™ dz ,一 dz , 工 lnzdz. 


由 mw 之 0 的 任意 性 知 , 上 式 对 任意 ”0 均 成 立 . 
同 理 对 n 逐次 求 导数 ,也 可 在 积分 号 下 求 导 数 , 即 


df 1 d 1 
sz | xX” !dz 二 | 一 (zllnz)dz 一 | zx" lln?zxdz 
0 0 dn 0 


dn 


dd 


由 数学 归纳 法 ,可 得 机 [ 2 1dz 一 [ x" ln"xdx. 
n™ Jo 0 


但 是 ， | zx" idz 一 二 (n>0) ; 故 有 
0 


ad” [ aldz 一 CC Dm 
0 


dx” n™t! 
a — Dmm! 
从 而 得 | 1 :nzdz 一 和 全 


<*) 利用 2362 题 的 结果 . 


【3785】 利用 公式 [| 二 -站 (a>0), 
计算 积分 I= 所 er 其 中 = 为 正 整 数 . 


、、 1 二 1 oo 
解 题 思路 注意 二 (二 CET ;又 当 z 之 0,a 之 ao 盖 0 时 ， 


及 积分 | [和 5 收 化 ,由 邹 尔 斯 特 拉 斯 准则 可 知 , 积 分 六 世 和 5 当 a>co>0 时 一 致 收 北 . 于 是 ， 
让 | | (a) | 过 
由 四 >>0 的 任意 性 可 知 , 上 式 对 任意 o>0 均 成 立 . 
利用 教学 归纳 法 ,可 得 全 | 于 -一 Dmn!| cr 


同样 ,利用 数学 归纳 法 ,可 得 


中 | dz 下 (于)= 富 ss 


一 (n+ 二) 
dj Zita dar 2Va 2"11 (Da ™¥, 


得 J (2n 一 1)1! -oti) 
最 后 得 I 二 一 2 2 a 2 . 
9 四 1 
解 各 人 zr )= 《z2 十 a)2 积分 
to dz 
| (z+a)? (1) 


对 a 之 ao 之 0 一致 收敛 . 事实 上 , 当 zx 守 0,4 之 ao >0 时 ， 


1 1 
CHa Cia )?” 
而 积分 | cP TFTaY 显 然 收 敛 . 因此 ,由 魏 尔 斯 特 拉 斯 准则 知 , 积 分 (1) 当 a 之 ao0 时 一 致 收 化. 于 是 , 利 
用 莱 布 尼 芯 法 则 , 即 得 


dr” dz _f~ 9 1 few dz 
赤 |. x+a | 3 了 (去 Ta) = | (z+a): 
由 ao >0 的 任意 性 知 , 上 式 对 一 切 ae 之 0 均 成 立 . 
同 理 对 积分 | ”内 - 逐 次 求 导数 ,得 


df dr to dz 
一 n 1 
| 2 十 a 《一 “| (zz 十 am 


da” 
但 是 ， 
(1 
dajo zi+a da\ 2wa 22 Va 
世 广 4 一 交 ( 一 中 1 )-=La 1 
da Jo x:+a da 2 Mar 23 Va 
由 数学 归纳 法 ,可 得 | Db, 
_x (22 一 1)11 -orl 
最 后 得 I 2 ， 
【3786】 证明, 狄 利克 雷 积分 Ta 一 | ”smez dz 
当 a 关 0 时 有 导数 ,但 不 能 用 莱 布 尼 茨 法 则 来 求 它 . 
提示 令 az 一 


证 当 ao>0 时 , 令 xz 一 得 
= 1 sinyy x 
Ta | ydy 一 本， 
当 a<0 时 ,1(@) 二 一 1( 一 ) 二 一 分. 于 是 , 当 a 关 0 时 ,了 (a) 一 0. 


但 是 ,如 果 利 用 莱 布 尼 芯 法 则 来 求 , 即 得 错误 的 结果 . 事实 上 ,积分 
全 去 2 (Sez )dz= 一 全 cosazxdz 


o da x 


发 散 ,而 了 (a) 二 0 (天 0) 存 在 ,因此 ,本 题 不 能 应 用 菜 布 尼 获 法 则 求 7 Ca). 
【3787】】 证 明 :本数 F(a)= [I COST 


I 于 zwzd 
在 区 域 一 cc<a<< 十 ce 内 连续 并 且 可 微 . 
证 设 u 为 (一 ,十 cc) 内 任意 一 点 . 记 M 一 max(|ao 一 1| ,lo 十 1 ) 则 当 z 六 MaE (oa 一 1:ao 十 1) 
时 , 恒 有 
1 
SIT MD ， 


COS 人 并 


1 十 (zz 一 o)? 


日 COSZ |=| 2(z 十 a)cosz | 一 2 
9a | 1 十 (zx 十 a)? [1+ Cxzto)? J | 1 十 (z 一 MD2 
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由 于 积分 | ”Fe APz 收 处 , 故 积分 


too COSZ tm 9 COsSX 

Tf I 及 | 3 i | 
在 《a 一 1,ao 十 1) 内 一 致 收 合 .从 而 ,F(a) 在 (mo 一 1,ao 十 1) 内 连续 且 可 微 , 且 可 在 积分 导 下 求 导数 .由 oo 的 
任意 性 知 ,F(q) 在 (一 0, 十 吕 ) 内 连续 且 可 微 . 


【3788】 从 等 式 ee”, [ ewdy 


TX 


出 发 ,计算 积分 全 eg (a>0,5>0). 
解 不妨 设 a 二 5b, 注 意 到 e ”在 区 域 :z 之 0,a 夺 y 三 5b 上 连续 . 又 积分 全 em 了 dz 对 ae 委 ? 委 是 一 致 收 


敛 的 . 事实 上 , 当 zx 之 0,4a<y<b, 时 ,0<e-”<e-“ ,但 积分 | ”ec-“ dz 收 合 . 帮 积分 | ”ce-”dz 是 一 致 收 人 
的 . 于 是 ,利用 对 参数 的 积分 公式 , 即 得 
1- dz [ e ?dy= [ dy 全 e ?dz. 


上 式 左 端 为 ”5 一 一 和 dz, 右 端 为 | 昱 In 鼠 , 从 而 得 


十 cc 一 ar _ 一 红 
| s e “r=in (a>0,6>0). 
x a 


0 
【3789〗 证 明 : 侍 匣 兰 公式 : 
| flaz)— f(b7x) 
Zz 


0 


dzr= F(o)ln 之 (a>0,5>0), 


式 中 /(z) 为 连续 函数 ,积分 |” 地 芝 dz 对 任何 的 A>>0 都 有 意义 . 


证 ”对 任何 的 A 汪 >0, 有 
1 flan fon) az 站” Fri (™ LD 一 {Das 人 {Da 


A zx A I A 立 oa ft 


Ab 
=/(8 | =f (Aa<e<Ab). 


当 4 一 十 0 时 ,> 十 0. 由 f(x) 在 点 z 一 0 的 连续 性 , 即 得 
tw flaz)— f(br) 


0 x 


利用 佬 茹 兰 公式 ,计算 积分 : 


【3790】 站 Sosaz 一 cosozdz (ao>0,6>0). 
站 


x 


= 2 
dzr= f(0)1n pt 


解 、 由 于 cosz 在 [0, 十 cc] 内 连续 , 且 对 任何 A>0, 积 分 | ”soszdz 存在 , 故 由 传 匣 兰 公式 ,有 


| t+% cosaxr— cosbx 


dz 一 cos0。ln 之 一 mn 2 
0 证 a a 


世 志 


【3791] | sinaz 一 sinpzdz (a>0,5>0). 
o 
提示 仿 3790 题 的 解法 . 
解 同 3790 题 ,由 于 sin0 一 0, 故 上 sinaz 一 smpzdzr 一 0. 


并 


十 oo — 
【3792] | arctanaz 一 arctangzdz (4~>0,b>0). 
[4 


并 


解 令 fx) 一 也 一 arctanzr, 则 f(z) 在 0 委 z<< 十 cc 上 连续 . 


由 于 Fz)>0 且 ( 利 用 洛 必 达 法 则 ) 


下 一 arctanz 1 3 
lim zz-limn2 -limn 一 十 二 -1， 
工 一 十 oo TT 十 co I I*+o0 
zx 
十 oo 
故 对 任何 A>0, 积 分 | ”万 dz 都 收敛 .因此 ,由 傅 匣 兰 公式 ,有 
jo (等 一 aretanaz) 一 (于 一 arctanbz ) pb 
| 一 一 一 dz 一 工 n 二 ， 
并 2 a 
to arctanaZ 一 arctanpz | _ 工 a 
故 | 工 dz 一 2 
利用 对 参数 的 微分 法 计算 下 列 积分 : 
jo0 -2 一 -2 
【3793] | dr (a>0,8>0). 
0 
解 由 于 
lime —e-p? = Jim 一 2azere +28re-e =0 
z+0 工 +0 1 ” 
故 zx 一 0 不 是 瑕 点 .又 由 于 
一 az2 一 应 2 
im (P= tim (再 - 专 )=0， 


rto\e Ea 
十 co a? —pr? 
故 对 任何 >0,p>0 积分 |” 一 -dz 都 收敛 . 今 将 p>0 固定 ,而 把 所 求 积分 视 为 含 参 变 量 a(a>0) 
的 积分 , 即 令 


2 pe 
Ta) 一 [ s S dr (a>0). 
to 9 /em ep? _ 三 2 
而 | da zr ) 和 0 Te dx. 


下 证 右 端 积分 在 a 之 ao >0 时 一 致 收敛 ,事实 上 ,当世 wm,0 和 rz< 十 co 时 ,0 过 ze 世 xe %* ,而 积分 
| ze dz 一 运 收 伍 , 故 积分 | ze dz 在 a 之 a 时 一 致 收 钱 . 因此 , 当 x>>m 时 ,可 在 积分 号 下 对 参数 
求 导数 ; 


Ze dz 一 一 六 


I (w=— | 支 
由 ao 之 0 的 任意 性 知 , 上 式 对 一 切 w>0 缘 成 立 . 积分 之 ,得 

T(w 一 一 于 Ina 二 C (0<a<+o0), 
其 中 C 为 待定 的 常数 . 在 此 式 中 令 a=B, 并 注意 到 


oo -pip 
rp 一 | S 和 dz 一 0， 
0 


I 


即 得 0 二 1(8) 一 一 去 In8 十 C, 由 此 知 C 一 去 Inp. 于 是 ， 


1(@) 一 一 方 Ina 十 方 top 一 方 In 有 (a>0)， 


a 


oo lp? 
即 上 一 一 一 dz= 二 im 生 (a>0,8>0). 


0 a 


注 本 题 中 ,实际 应 考察 积分 Ia) 一 人 fxsa) dr; 其 中 
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e 所 一 ee 
or 0<<z< 十 co， 
0， 工 王 0， 
易 知 f(x,a) 是 0 过 z 过 十 oO,0<a<< 十 co 上 的 连续 函数 (8B>0 固定 ). 我 们 证 明 : 
(za 一 一 ze (OKz<< 十 co,0<ao< 十 co). 
事实 上 , 当 0<xz< 十 co 时 ,此 式 显 然 成 立 , 由 于 f(0,Q) 寺 0 (0<a< 十 co), 故 大 (0 一 0 (0<a< 十 ceo) 因 
此 ， 上 式 当 z 一 0 时 也 成 立 ， (zya) 显 然 是 0 呈 z<< 十 co，0<<a< 十 co 上 的 连续 函数 . 


pr? a2 
在 以 下 许多 题 中 ,我 们 都 应 作 此 理解 ,但 不 必 写 出 (zsa). 函数 & 一。 一 就 代表 (zia)(z 一 0 时 规 
定 其 函数 值 为 其 极限 值 0) ,而 公式 


2 2 
9 (2 一 一 er 2 


aa x 
当 z 一 0 时 也 成 立 ( 如 上 述 ). 这 样 , 才 严 格 符合 菜 布 尼 英 法 则 (积分 号 下 求 导数 ) 的 条 件 . 
另外 ,本 题 车 利用 逐次 积分 来 作 可 更 简单 一 些 . 今 作 如 下 : 易 知 (不 妨 设 a<B) 
ee 


2 

一 一 应 8 

e 2 

S| re” dy, 
I a 


) 二 一 Xe ” 


十 co 


十 oo 
而 积分 [ ze dz 当 a 世 y<B 时 一 致 收 化 (因为 0 过 xe-” xe ,而 | ze “dz 收 合 ), 故 可 交换 积 
分 次 序 , 得 


Heo -re ea pe 6 +ee 6 
| 2 一 一 dz 一 | az | ze dy 一 | ay| Zero dz 一 | dD ln 了 人. 
0 a a 0 a 2y 2 [4 


十 ce 一 or ~ 一 让 、2 
[3794 | (Se) dz (a>0,8>0). 


解 ”由 于 


故 z= 一 0 不 是 一 点 .又 由 于 


， e T“—e tg? 
lim xz (人 一 * 一 ) 一 0， 
co zx 


故 积分 | (于 二 ) qz 收 化 (a>0,8>0). 
同样 ,将 p>0 固定 ,考虑 含 参 变 量 a 的 积分 : 
Iw-[ (Te ) dz (>0). 
0 世 志 


由 于 


o aa Zz x 2a 


4o0 or op 2 oo 一 2oz (atAzr #) 
(ee) 2 dn a>0). 


e 2 一 e 


I 


一 Ca 十 BDz eeoz 


Tan 十 ce 一 an 工 
而 当 a 之 mw 之 0;1 过 zx 二 十 oo 时 ， < ,' 且 | S dz 收敛 (因为 lim z 


厂 er2ez 一 erCchax 
0 


一 0), 故 


区 


广 er2mz 一 er-Cxhez 


1 TT 


dz 当 a 之 ao。 时 一 致 收敛 ,从 而 ， dz 当 a 之 mo 时 一 致 收敛 (注意 ,因为 


一 zarz — e 一 (atB)z 


-ee 
lim 
z+0 Zz 


二 8B 一 a, 故 zx 二 0 不 是 瑕 点 ). 因此 ,根据 莱 布 尼 蒋 法则, 当 a 之 ao。 时 可 在 积分 号 下 求 导数 : 


J, ~、_ [~ 9 /ee “er,  。 ea 十 
To) | 区 (2 一) dx=—2In 3h. 


由 >0 的 任意 性 知 , 上 式 对 一 切 w>0 组 成 立 . 积分 之 ,并 注意 到 
[mn “do 一 an 8+pln(e 十 及 十 C， 


3 


即 得 I(@) = —2aln “8 一 28ln(e 十 及 十 C，， 
0 一 一 28ln 毗 一 2an2p+Ci， 
故 Ci 二 28ln28. 于 是 ,得 


20 2a 2 
I(@) =In(-22,)" —2plnCatp) +28in28=In ‘20 38) 


atpB (a B+ ? 
(ee (20)* (28)” 
外 | ( i ) dz 一 (a 二 DT (a>0,8>0) 


x*) 利用 3788 题 的 结果 . 


to eer. 
[3795] | 一 人 一 sinmzdz (a>0,8>0). 
o 


+oo sar 
0 


e 所 一 ee ， 、 
解 当 m=0 时 ， | 一 一 sinmzxdx 王 0, 故 下 设 m 取 0. 由 于 


.en 一 ee. 
lim 一 一 一 一 sinzz 一 0， 
工 


故 z= 二 0 不 是 刺 点 ,从 而 ,被 积 函 数 在 区 域 ;0 志 x 过 十 2 及 >0,p8>0 内 连续 (Cz=0 时 的 函数 值 理解 为 极限 
值 ). 又 由 于 
2 一 二 sinmz| < (zx>0),， 


而 积分 广 ea 收敛 , 故 积分 乒 和 一 一 一 sinmzdz 收敛, 从 而 ,积分 全 2 一 sinmzdz 收 
化. 当 wa 兰 a >>0 时 ,积分 

三 也 (一 一 一 sinmz)dz- 一 站 ee sinmzdz 
是 一 致 收敛 的 .事实 上 ， 


|e “sinmz| 坟 e “%* (zx 之 0)， 


而 积分 | erdz 一 二 收敛 .于 是 ,对 于 积分 


I(a)= 上 

当 a 之 ao 时 可 应 用 莱 布 尼 茨 法 则 ,得 了 (oa 一 一 | e “sinmzxdz= 一 
由 co>0 的 任意 性 知 , 上 式 对 一 切 ac>0 均 成 立 . 从 而 ， 

I(a)=— | do 一 一 arctan 三 十 C， 


其 中 C 是 待定 常数 . 令 一 8, 则 得 


-az 
e . 
sinmzxdzx 


#) 


mm 
az 十 712 


TB) 一 0 一 一 arctan +c, 
故 C 一 arctan £. 最 后 得 
[| Ser inmzdr—arctan 且 一 arctan 2 (m0). 
0 I m mm 
x) 利用 1829 题 的 结果 . 


to @- 一 @- 应 
【3796】 | 和 cosmzdz (a>0,8>0). 

0o 
解 ” 同 3795 题 ,我 们 可 证 明 ; 当 a 之 ao>0 时 ,对 积分 
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I(a)= 三 ee?F smzdr 
0 工 
可 应 用 莱 布 尼 效 法 则 ,得 
Tc) 一 [| 元 (二 一 cosmz)dz= 一 全 e “cosmzdz= 2 
由 oo 守 0 的 任意 性 知 , 上 式 对 一 切 xc>0 均 成 立 . pl 
IO= 一 | -ee 


其 中 C 是 待定 常数 . 令 一 B, 则 得 


TE 于 Incaz 十 me ) 十 C. 


K( 久 一 0 一 一 坊 In( 十 oe) 十 C， 


故 C 一 去 In( 记 十 m?). 最 后 得 


+e ee re Fr 1 B+m 
[ 过 cosmzxdz = 2 ln Fm (a>0,8>0). 


*) 利用 1828 题 的 结果 . 


计算 下 列 积分 : 
1 In(1—a’x’) 
了 3797】 | ZJ (lal 志 1). 
解 由 于 
2a2 工 
lnC1 一 oz) in 一 oz) 1 一 ao2 zx’ 2 


LH I a 2z 
故 z 一 0 不 是 甫 点 ,从 而 ,被 积 函数 在 域 :0 委 z<1 及 |al 委 1 内 连续 (zx 二 0 时 的 函数 值 理解 为 极限 值 ). 又 由 


于 当 |u| 委 1 时 ， 


In(l—a zx’) lIn(1— zx’) 
< 2 1 ， 
xz Vr zz W1T 一 三 (0<z<1) 
而 积分 | A 收敛 (因为 1 lim (1—z)3 于 和 ,mr (1—z)# 2 一 0) , 故 积分 


[ 时 1 二 2) 4z 对 |a|<1 一 致 收 伍 . 从 而 为 “的 连续 函数 (一 1<a<1). 另 一 方面 , 易 知 积分 
0 zx? Vi—x 


『 之 InCG ) 1， 『 dz 
9 让 [> V IT 一 二 ] 一 “ho er) Via 
对 |zx| 委 到 1 一 致 收敛 .事实 上 ， 


一 2x 2 1 
be 2 2 ~ A (0 和 zz<<1)， 
而 积分 | 一 至 二 一 中 收 伍 . 于 是 ,对 积分 
1 一 和 
1 In(Q a x’) 
Iw = [| Pe) 
= |. ES 
当 |al 志 ao 时 可 应 用 莱 布 尼 茨 法 则 ,得 
7 A 
To 一 一 2c 
| 一 一 至 一 一 《1 一 /1 一 并 


由 w<l 的 任意 性 知 , 上 式 对 一 切 |e|<1 均 成 立 . 不 定 可 人 


I -| dz 
1 ?9 
《1 一 az2x) WA 1 一 帮 
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作 代 换 x 二 sint, 易 得 
dt _1 站 dz 
n= | n= 去 (| mt | Tp) 
再 对 右 端 两 个 积分 作 代 换 "一 tan 方 , 可 得 


t 
tan a 


t 
tan 一 十 a 
dt 2 df _ 2 2 
is 一 二 去 3 arctan( A ) 二 C1， | TFsint | A ) 十 Cz 
从 而 ， 
,，、  。 1/ 1 1 
To- 2 于 (二 十 TS) 
加 2a tan 5-—a tan 5 十 a 和 加 na 
| ,VI (lal=1). 
一 了 一 
两 端 积分 ,得 I(a)=—x A- nVl~a+C (al<1). 
其 中 C 是 待定 常数 . 令 a==0, 得 T(0) 王 0 一 r 十 C， 
故 C= 一 x; 从 而 ， I(o)=—x(l— Va) (lal<1l). 


在 此 式 两 端 令 a>1 一 0 及 ao 一 一 1 十 0 取 极 限 ,并 注意 到 Ta) 在 一 1 委 委 1 上 的 连续 性 , 即 得 
了 1) 一 天 一 1 一 一 区 


于 是 , 当 ic| 委 1 时， 上 In(—a x ) nl— V1l—e ). 
oz Vi 


1 ln(1 一 az2z2 ) 
【3798】 [ /A (jal<1). 


解 ” 同 3797 题 ,我 们 可 以 证 明 : 


1 In(1]—ea:x Ty 
Vl—z’ 
当 一 1 和 wo 委 1 时 连续 , 且 当 |a |Se <1 时 可 应 用 莱 布 尼 菊 法 则 . 于是， 


Ta) 一 


re ,=| 这 [os 2 -| 一 2az _2 2 Qazr)—l 
”Jal Vz J oar) Vi 9 da 了 


-2 | -并 = dr _2f70_ dz -2 2 x 
Viz aa jeo(1 一 oi2)VT 一 «2 a Vi-e 
一 工 一 一 一 (|zx| 委 co a0). 
Ga WwW1 一 地 
由 w<l 的 任意 性 知 , 上 式 对 一 切 0 过 |a| 达 1 均 成 立 . 积分 得 
nT Tn 
roO= | (2 A )de=inlel trln —xln(1+ Vie)+c, 


其 中 |a| 过 1,a 关 0,C 为 待定 常数 , 令 a 一 0, 并 注意 到 1(a) 在 a==0 的 连续 性 , 即 得 
T(0) 一 0 一 xln2 十 C， 
故 C 二 一 xln2, 从 而 得 1xinlt te dal<t). 


在 上 式 中 令 a>1 一 0 及 a 一 1 十 0, 并 注意 到 1(a) 在 一 1<&a 委 1 上 的 连续 性 , 即 知 上 式 当 一 士 1 时 也 成 立 ， 
即 


.22 v1l—e: 
r Oe) nin lt Ve (lx| 委 1)， 
oo Vi—z’ 


[3799] 六 sd . 
2 Vr:—1 一 
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、 ff” arctanaz > arctanax _ xX 
解 设 Ta) 一 [ 了 VE 显然 有 TI0) 王 0. 当 a>>0 时 ,由 于 ,imr -二 二 一 2 ; 邦 Ta) 收 


但, 其次, 易 知 积分 

全 鱼 ( arctaniaxz )az= 六 dz = | t2 dt 

1 9a zz Vr —l 1 (1 二 azz2z) WE 一 o VI 一 起 ( 直 十 o2) 
对 a 之 0 一 致 收敛 .事实 上 , 当 a 之 0,0 拟 11, 时 ,有 


经 1 
OO < ， 
| VI—F 
1 
且 | ,局 收 伊 .于 是 ,可 应 用 莱 布 尼 获 法 则 ,得 
, + gg /_arctanax ! td (#2 二 Ta:)—a? 
了 (人 ,=| 一 (一 一 一 一 jd =| 一 一 一 一 中 
和 1 元 (人 2 ) ”J Vi—2z CBE o MV- (+ ) 
一 dt 2 站 dt 工 2 TT. an 一 
一 一 C 2 3 2 2 放下 去 《a 之 0). 
9 W] 一 此 o V1l—rt (f+a:) 2a wa 2 v1 十 c 
一 工 x ada _x XT 7 
从 而 有 了 Tc) 一 Fa -万 十 去 2 ax 一 了 V1l+a +C (a 之 0),， 
其 中 C 为 待定 常数 . 今 a==0, 得 0) 一 0 一 一 到 十 C， 
故 C 一 下 .于 是 , 当 a 宕 0 时， 乒 -arctanaz dz 一 亚 (1 十 一 VIFe). 
2 1 zz Veil 2 
t+™m arctana 工 + arctan( 一 az 工 了 
当 a 过 0 时 ， | J i [ ze Vi dz 2 (1 一 a 一 1 十 o ). 
一 co i arctanaz | A _ 7 
于 是 , 当 -o<a<m 时 ， | 了 Se dz 一 和 (二 lal 一 VTS)sgna 
+e ln(az 十 22 ) 
【3800】 | de 


解 ” 我 们 首先 计算 积分 
Io) = mdz (a 之 0 是 参数 ,pg>0 固定 ). 


首先 注意 ,此 积分 当 0 委 a 委 aa (Ca 之 0 为 任何 有 限 数 ) 时 一 致 收敛 . 事实 上 , 当 0a<al 时 ， 
In(l+oa rr) -ln(ltatx’) 


0 Ti < Tr (0 委 z<< 十 cc)， 
而 积分 
请 InGL 二 aiz 4 
6 Br “7” 


收敛 (因为 易 知 lim 导入 二 一 0). 于 是 ,1sCo) 是 0<a<o 上 的 连续 函数 . 由 wm>>0 的 任意 性 可 知 ， 


Js(a) 当 0a 过 十 co 时 连续 . 
其 次 , 易 证 积分 
to 9 Tln(l+ox ”~ 2ax _n 
| 区 | P+zx’ 2 a -| (B+zr:) 1+ x’ dr oaB+1 
当 0<wm 亿 aa 时 是 一 致 收敛 的 . 事实 上 ,此 时 


2cz: 2a1x? 


< )(1l+ex ST TR) 
‘+o0 201 x? y 
而 积分 | BT Td 收敛 .于 是 ,根据 莱 布 尼 芯 法 则 , 当 0 委 委 c 委 om 时 ,可 在 积分 号 下 求 导 
数 ,得 


(0 委 z<< 十 ce)， 
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hl) = Ti 
由 ai 与 ao 的 任意 性 知 , 上 式 对 一 切 0 和 ae< 十 co 均 成 立 . 两 端 积分 ,得 
l= Bin(ltod tC (0<a< 十 co)， 


其 中 C 是 某 常 数 .在 此 式 中 令 a 一 十 0 取 极 限 , 并 注意 到 7(o) 在 0 委 s<< 十 cc 上 连续 ,得 


故 C=0. 因此 ， lo) = ln(l+op) (0 和 < 十 co). 
对 于 所 求 积分 ,只 要 作 适 当 变 形 即 得 . 当 a>0,8>>0 时 ,有 


罗 2InatIn(1+ 二 x) 
o p+z? 


[0 td | 


to0 
0 Biz dz—2lne | 


d 
十 2 
1 
= 芋 + 要 mn(1+ 专 )= 生 ne 二 
此 式 当 a=0 时 也 成 立 , 只 要 在 两 端 令 we 十 0 取 极 限 即 可 . 这 是 因为 积分 
十 co 上 2 2 
Jo= | dz (8>0 固定 ) 


当 0<a< 证 时 一 致 收 镶 ( 易 知 生生 ?dz 与 上 dz 当 0<a< 计 时 都 一 致 收 合 ), 事 实 上 ， 


ln(ez 十 zz) | -2lnz 去 “Inz 
FF |< ET (0<z<1 ,0<a< 广 )， 而 | 碧 十 字 收 全 ; 


二 zz? ) In( 工 上 之] 
lIn(e’ + x’) (二 1 to 4 
P+ix 2 委 一 一 一 一 FF 2 (地 <z< 二 0,0<o< 广 )， 而 |， 一 床 干 到 收敛 ， 
故 Jo) 在 点 a 二 0( 右 ) 连 续 . 

对 于 任意 的 a 与 8(8 关 0), 有 


= lng tz) ”InClel’te), 
| FT -|. pT dr Torin lel+ lpl). 


注意 , 当 8 一 0 时 上 式 不 成 立 , 右 端 无 意义 , 左 端的 积分 | ”Je 十 二 2dz 易 知 是 发 散 的 . 
【3801] 全 eanererctanfe dg, 


0 一 一 一 


解 ” 先 设 a 之 0,82>0. 显然 * 一 0 不 是 瑕 点 ,因为 lim eanez9etan 一 pg 


2 too 
arctanazarctanpx < 方 (1<z< 十 co), 而 积分 | 经 dz 收敛 , 故 积分 


立 


由 于 当 a 之 0,p 宇 0 时 ， 


十 co 1 
arctanazarctanBx 
[ enezereten 有 4 在。 之 0,8 之 0 时 一 致 收 伊 , 从 而 ,积分 |。 SEEEnezerctanEEdz 也 在 a 之 0,8 之 0 时 一 


致 收 化. 因此 ,函数 
1Ca,8) = | 2rctanazeretangrd 


是 之 0,6>>0 上 的 二 元 连续 函数 . 


再 考察 两 个 积分 
一 9 etanarerctange ) i arctanfr 
Je 人 | 去 人 dz 一 | pAG Jdz， 


_ [9「 arctan8z 一 | ”> _dr 
Ka,p) | | 5 人 7 | o (lte rz)(+p re) 
arctanBr 
由 于 当 a 之 wo 之 0,8 宇 0 时 | 


(1 过 xz 过 十 oo) ,而 积分 [| 二 收 伍 , 故 


TT 1 dz 
2 zx(l+aszx’) 2 
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+o0 oo 
arctan, 、 二 + arcta y 
积分 | ”Eee9 人 dz 当 a>>a ,>0 时 一 致 收 伍 , 从 而 ,积分 |” -Se dz 当 o>oo ,p>0 时 也 一 至 


收敛 (因为 lim -arctagpz 一 68, 故 x 一 0 不 是 甫 点 ). 因此 ,Ja, 且 当 u>ooyp220 时 连续 ,并 且 此 时 ICay 有 可 


z+or(l++a: zx?) 
在 积分 号 下 对 a 求 导数 ,得 


oo 
7 一 arctanBx 一 
To (a,B) | ZI Fa yd J (a,B). (1) 


由 mo 之 0 的 任意 性 知 ,(1) 式 对 一 切 a 汪 0,B 宇 0 成 立 ; 并 且 J(a, 有 是 a 汪 >0,8 宇 0 上 的 二 元 连续 函数 . 
其 次 ,由 于 当 6p>p >0,a>0 时 ， 
1 1 
0 TN ATpe) iTR 
而 积分 | 1 收 售 , 故 积分 |。 CT Te b> 名,a>0 时 一 致 收 化 ,因此 ,Ka, 妈 是 a 和 >0， 


Bb 宇 Ba 上 的 连续 婧 数 ,并 且 (1) 式 中 的 积分 当 pp (a>>0) 时 可 在 积分 号 下 对 8 求 导数 ,得 


dz 
(1l+a:zx’)(l+PF zx’) 


(0 夸 X 之 十 00)， 


La,B) =1, (a,8)= 全 


加 全 dz 站 dr ar Br _ x 
opBjJo ltax: oFJo 1+Bx’ 2(@—pP) 2(o—pF) 2(0c 十 及” 
由 之 0 的 任意 性 知 ,对 任何 >>0,8>0 均 有 


I la) = J (gp)= (2) 


nt 
2(a 十 D) 
(注意 ,在 推导 此 式 时 应 设 a 关 B, 因 为 推导 过 程 中 分 母 内 有 a 一 记 . 但 由 于 K(a,B) 是 0,6>0 上 的 连续 函 
数 , 故 通 过 取 极 限 即 知 (2) 式 当 a 二 8 时 也 成 立 ). 在 (2) 式 中 固定 >0, 对 有 8 积分 ,得 


(ec, 肪 一 Ja 六 一 于 In(a 十 及 十 C(a) (0<B<+o), 
其 中 C(a) 是 依赖 于 a 的 常数 . 在 此 式 中 令 8-> 十 0, 并 注意 到 J(a,8) 在 >0,6>0 上 连续 ,得 
0 一 Ja,0) 一 limJ(a: 且 一 地 lna 十 CCa)， 
Be 二 0 


故 CCw) 一 一 六 lna. 因此 ， 


Lap -Fln eB (a2>0,8>0). 
再 固定 p>0, 对 a 积分 ( 右 端 利用 分 部 积分 法 ) ,得 
Fe, 同一 至 aln B+ Epin(at p+C (9) ， 
其 中 C* (有) 是 依赖 于 8 的 常数 .在 此 式 中 令 a 一 十 0, 并 注意 到 I(a,B) 在 a 宇 0,8 宇 0 上 连续 ,得 
0=1(0,P) = lim I(a,p)= 训 Bing+ C" (D) ， 


故 C* (8) 一 一 也 Blng, 于 是 ， 
a a 十 有 8 
Tc 有 一 和 in A (a>0,8>0). 


nT (Jalt+ 1B8l) "+! 
~ arct tangr, _ Jsgn(aB)* 了 jn Ion ， aBA0, 
[ arc enerpree dz 一 2 [cm « 18 


0， ap 一 0. 
oa 2 2 2 “2 
[3802] 上 ln(1 十 oz )InC1 十 8 Zz 2 az 
0 


Tz 


解 ” 先 设 >0,8>0. 首先 ,注意 x 二 0 不 是 正点 ,因为 


lim IUter In dtpe)_ ig 


z+0 并 
由 于 当 0 委 o 委 ui ,0 委 6 委 8 时 , 恒 有 
om te Arte) nOtos ind ta) 


而 三 IPQ 十 四 六 InUtRe) 
0 x 


2 2 2 
收 伍 (因为 lim zx? J+ ) 一 0) , 故 积分 


全 In( te zr )lnCl tpB ry) 


0 I 
当 0 委 a< 委 oa , 0BEBI 时 一 致 收敛 . 因此 ， 函数 
oo 2 2 2 
Tau,B) 一 +e lIn(leox )JnC1 十 B ) 7 (1) 
0 bs 


是 0&a<a ,0 所 BB 上 的 二 元 连续 函数 .由 o >0,p8 >0 的 任意 性 知 , Tey,B) 是 a 之 0,B 之 0 上 的 二 元 连续 
函数 . 再 考察 两 个 积分 


_[” 9 findQdte xr’)In(l+pF zr) (i™ 2aln(1+p8 x’) 

Jo 月 一 | 元 | x | | Zz (la xz’) dr 02) 
‘too 9 2aln(1+f8 zx’) 人 4a8 2rap 

Klasp) | 于 | zi Ta) | | TR Te atp ‘O08>0). C3) 


由 于 当 0<ao aa 0 委 6 委 记 9 时 » 恒 有 


2aln(1+FB x) -2mln(l+B zx’) 
0 Ti) < tda) ‘rt%), 


而 易 知 积分 |” 229 人士 代 世 2dz 收敛 , 故 (2) 式 中 的 积分 在 0<es<a<ai,0<B<B 上 一 致 收 伍 . 由 此 可 


Xx: (losz’ 
知 ,J(a,B) 是 委 a 和 aa ,0 委 P6 8 上 的 连续 函数 ,并 且 在 其 上 (1) 中 的 积分 可 在 积分 号 下 对 a 求 导数 ,得 
La = | LE dz— 1a,8). (4) 


由 上 >o>>0 及 >0 的 任意 性 知 ,J(a, 6) 是 ac>>0,8 关 0 上 的 连续 函数 ,并 且 (4) 式 对 一 切 a>>0,8 宇 0 都 成 立 . 
其 次 , 当 0<a<o ,0< 岂 委 PS<p 时 , 恒 有 
4a8 4al8 
0O< TTR) It 
to 4a1B 
而 积分 [ I 二 成 世 dz 收敛 , 故 (3) 式 中 的 积分 在 0<a 委 au ,0<8 委 中 PP 上 一 致 收敛 .于 是 ,在 其 上 (2) 式 中 
的 积分 可 在 积分 号 下 对 8 求 导数 ,得 


Ts CasB) = (a = 


(0<z< 十 co)， 


to 4a 2xaB 
| TR) (ITR yd 一 十 人 (5) 


由 a0,B 富 之 0 的 任意 性 知 ,(5) 式 对 一 切 a 之 0,8>>0 都 成 立 . (5) 式 两 端 对 6 积分 之 (a>0 固定 ) ,得 
Li(a,B)=J(a,B) =2ra8—2na ln(atB)+C(la) (0<B<+o), 
其 中 C(w) 是 依赖 于 a 的 常数 . 在 此 式 中 令 8 十 0, 取 极限 ,并 注意 到 J(a,B) 在 a 汪 0,p 宇 0, 上 连续 ,得 
0=J(a,0) = limJ asp = —2re lnae 十 CCa)， 
故 CCa) 一 2razlna. 因此 ， 
了 Ca 了 一 2xap8 一 2ra2zln(a 十 D) 十 2rozlna (a>0,8>0). 
两 端 再 对 a 积分 (6>0 固定 ) ,得 


To, 同一 raz8 一 全 rasln(e 十 及 十 径 (o 十 有 ): —natp— np ln(atA) 十 名 a’ Ina— 答 ?十 C* (8) 


(0<<a<< 十 ce) 9 


其 中 C* (8) 是 依赖 于 B 的 常数 . 在 此 式 两 端 令 a 一 十 0 取 极 限 ,并 注意 到 ICa,B) 在 a 宇 0,8 宇 0 上 连续 ,得 
0 一 KK0 ,及 = jimm 1(e,8) — 答 pr — opr Ing+C* (8), 
故 C* ( 忆 一 一 了 十 rnp 于是， 
Jo 一 二 2x ，2r ， 2 2 ，， 
av) 一 3 nla +B )In(atA) + (oath) ga 可 rm 十 本 rc lnat+ fF 1ng) 


=— 和 [op(at +a Inat plng— Ca +p In(atB)] (a>0,8>0). 
因此 ,对 任意 的 ,8 有 
请 n(l+to’ zx )In(lt+p x )) 
0 x * 


站 ap 天 0， 
0， ap 一 0. 

2 to 一 zz to 一 xz232 ~ > 、 to _ 2 
[3803】 从 公式 了 = e dz|. ze dy 出 发 ,计算 欧 拉 一 汉 松 积分 [一 [ e-* dz. 


解 在 积分 IT 一 | ”e-” dz 中 令 z 一 ww, 其 中 为 任意 正 数 , 即 得 


在 上 式 两 端 乘 以 e ”du, 再 对 vw 从 0 到 十 co 积分 ,得 


too + 
z= | edu| ue dt. 01) 


0 0 


由 于 被 积 函数 we-0+* ”是 非 负 的 连续 函数 ,并 且 积 分 


二 co 十 oo 
| et udu— FT 及 | @— te udt 二 ee I 
0 


0 


分 别 对 于 zt 及 w 是 连续 的 ,积分 互 换 后 的 逐次 积分 显然 存在 . 于 是 ,(1) 式 中 的 积分 顺序 可 以 互 换 "’ ,并 且 有 


too to ty 1 全 dt 工 
2 一 【1 十 8 一 一 一 一 
{ | | ° udu 3 | ITF™ 4 


由 于 I>0, 故 I= 全 e- 了 dz= 痉 . 
x<) 参看 菲 赫 金 哥 尔 英 著 《 微 积 分 学 教程 》 第 二 卷 483 目 定理 的 系 理 . 
利用 欧 拉 一 泊 松 积分 , 求 下 列 积分 : 


十 co 
【3804]】 | e+amtodz (a>0,ac—b >0)"). 


解 题 思路 ”注意 42bz++c 一 二 [Cazt+ 的 ?二 ac 一 术 ]，, 令 声 Caz 十 的 一 t 并 利用 3803 题 的 结果 , 即 可 
a 
获 解 . 


十 co 十 oo 82 一 十 co 82 —ac [+o 1 
一 (or2 一 工 2 一 12 LA _l 2 2 
解 | e (ar” 十 2br 十 c) dx 一 | e Eart) 十 mr 一 在 ]dz 一 e a | e + 的 dz 一 e a | er dz 


一 厂 


一 co 


a (+o a a 
一 2 | ed 一 2 二 .Vr /ri 
Va o Va 2 a 


< ) 只 要 假定 a 汪 0, 条 件 ac 一 下 之 0 可 去 掉 . 


一 co 


十 co 
[3805] | Caz:+2bh rte)e ”tutodr (a>0,ac—b>0)"). 


解 设 直 (az 二 人) 二 #; 则 二 2 一 8. 代入 得 
Va a 
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too 2 2(ab b 2 一 
| (al z2 十 2b1 zx 十 ci)e +2r+o dx 二 工人 [2 2 二) rt ta |e™ dt. 
co 一 oo CNC 


Oo 十 oo 
由 于 上 fe qi= 一 去 | id(e  )=— te 


| t= 二 0 及 |- er du] e-* dt=Vx, 


一 oo 


, ten 2 1 fafa Mi, /ab:—2abb 
2 2b, Xz 十 (ar 十 28r+c) 人 一 二 a 1 T 1 1 
故 得 [- (qx 二 2b zz 十 cl)e I 万 。 | +( 2 ta | 
(at+28)a —4abbh t+2ac fx a 
基于 天 半 呈 也 计 于 天 尖 涡 叶 A/ pd . 


xx ) 只 要 假定 a 盖 0, 条 件 ac 一 刀 盖 0 可 去 掉 ， 


【3806】 三 e-“ chbzdz (a>0). 
提示 利用 3804 题 的 结果 . 


to 1 f+ 
解 | e“ chozdz 一 去 | 


一 az2 (br 一 好 一 工 ff -wm 1 ft ?hr) 
2 e (ee 十 e )dz 一 玉 ee dz 十 万 __e dz 


x) 利用 3804 题 的 结果 . 
[3807] 全 2) dy Caw0). 

提示 注意 十 拇 一 (z 十 台 )* 一 24, 并 利用 2355 题 及 3804 题 的 结果 . 
解 由 于 积分 | ”e- dz 一 至 , 故 利用 2355 题 的 结果 , 即 得 


to (+ to (ra 2ar to 2 fo _ 2 MR 一 
| e ( <) dz 一 oo| (Tt) 二 一 ez e 人 4 dr 一 e 2 e dz 一 -7 e 2 
0 0 0 


0 
oo -ard apr? 
【3808】 [ dr (a>0,8>0). 


提示 利用 分 部 积分 法 及 3804 题 的 结果 . 
解 由 分 部 积分 法 知 ， 


pe? 


|: ee 一 -| ee end) 


2 | +oo 


和 


oo _ 2 2 
2 (ae ”一 Bee )dz 
0 


0 


er ta Be reo 2Va LE +2B r= /x WB—Va). 


十 co 
〖【3809】 | er cosbzxdx (a>0). 
0 


上 oo 
解 令 了 (6) 一 | ee cosbrdz. 由 于 ee cosbz 与 EA cosBz) = 一 zero sinpzr 都 是 工 守 0， 
o 
一 co<<b<< 十 co 上 的 连续 函数 ,并 且 此 时 
le-”’ cosbxz | Ce” ， | ze sinpz| re ， 


而 积分 | ”edz 与 | ”ze dz 都 收敛 , 故 积分 | scosirdz 与 | ”ze sinbzdz 都 在 -oo<6 
过 十 co 上 一 致 收 化 ,从 而 可 在 积分 号 下 求 导数 ,得 

7 人 = 一 | ze sinbzdr (一 co<b< 十 co) 
利用 分 部 积分 法 ,得 
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| re sinbzdz 一 一 元 ec sinbx “+ 之 a ee cosbzrdz= 216) ， 
0 a 0 2a Jo 2a 
故 (= 一季 1(6) (一 co<p< 十 co). 于 是 ， 。 
了 (人 1 
d= 一 在] sd， 
即 InT(O) 一 一 乞 十 C (一 co<p< 十 co)， 
2 
其 中 C 是 待定 常数 ,也 即 TO 一 Ce 和 (〔( 一 co<6< 十 co)， 


其 中 C 也 是 待定 常数 .但 


代入 ,得 Ci 一 去/ 下 . 于 是 ,最 后 得 


十 co 2 1 元 好 
| e cosbrdz= 1(b) = ze 4 《一 co<<0< 十 co). 


0 
+ 2 
K3810) | Ze 所 Sinpzdz (a>0). 
日 


提示 ”利用 分 部 积分 法 及 3809 题 的 结果 . 


+ 2 1 fs ， 2 1 _ 2 ， + pb 2 
解 | Xe singzdz 一 一 去 | sinbxd(e 所 ) 一 一 一 e “sinbx| 十 天 e ~“ coOspzd 
0 2a Jo 2a 0 2a 
十 oo 2 。) 
二 之 e 和 cosbrdz 一 之 工 e 所 
2a Jo 4aVa 
x*) 利用 3809 题 的 结果 . 
oo 
【3811】 | zone- cos2bzdz (nn 为 正 整数 ). 
0 
解 ” 由 3809 题 得 
| ~ ecos2brdz= re- . 《1) 
0 2 8。 
积分 
to dt 2 to 2 kx 
| pe cos2b7x) dzr= 2* | Xe cos (26z+ FE )dz, (2) 


zee cos (26k 十 鲜 ) | Ee ee (Zz 之 0). 


但 是 积分 | ”ze 了 dz 对 于 任意 的 正 整数 均 收敛, 故 积分 (2) 当 一 co<b< 十 co 时 一 致 收 敏 . 因此 ， 
(1) 式 的 左 端 可 在 积分 号 下 求 任意 次 导数 ,从 而 可 得 


十 co 2 2 十 ce 
| (ee 7 cos2br)dz =| 22zze- cos(2bz+ nn) dz 
0 0 


ab2” 
一 22( 一 1)” | ze cos2brdz= 并 ji (Ce ), 
oo _ ， dm 5 
即 [ ze cos2brdr=(—1) 2 dp Ce 4 ). 


[3812】 从 积分 Ka) 一 | ”esmpzdz 出 发 ,计算 狼 利 克 雷 积分 D(B 一 | ”Srdz 


解 ” 先 设 8>0, 将 8 固定 ,a 视 为 参 变量 . 仿 3760 题 的 证 法 ,可 知 积分 | ”e-“ szdz 当 o>>0 时 一 至 
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收 伍 ,从 而 ,Tc) 是 a 宇 0 上 的 连续 函数 (注意 ,上 述 积 分 中 z=0 不 是 下 点 ,因为 lim e "SY 一 六 .由 于 
十 co a 四 中 oo | 
[ 元 (e “3 )dz= 一 [ e “singzdz 一 一 J 在， 


易 知 积分 | ”。 “sinpzdz 当 4 之 o>0 时 一 致 收敛 (因为 此 时 |e-"singz | <e-%7 ,而 站 sdz 收 伍 ), 故 


知 当 a>a 时 ,积分 | ”e-” sm&edz 可 在 积分 号 下 求 导数 ,得 


了 一 一 
了 (a) 二. 
由 >0 的 任意 性 知 , 上 式 对 一 切 0<o<< 十 ce 皆 成 立 . 两 端 对 a 积分 ,得 
To 一 一 aretan G+C (0<a<< 十 co)， (1) 


其 中 C 是 某 常数 . 由 |sinu| 夸 |u| 知 
1rol<p| edz= 和 及 (0<o<+co)， 


由 此 可 知 lim 1(a) 二 0. 在 (1) 式 两 端 令 a 一 十 吕 取 极限 ,得 0== 一 万 十 C, 故 C 一 于 .于 是 ， 


I(a)= ~—arctan 证 训 (0<<a<< 十 co). (2) 


在 (2) 式 两 端 令 a 习 十 0 取 极 限 , 并 注意 到 1(a) 当 a 之 0 时 连续 , 即 得 


D(p) 一 [0) 一 lim To 一 了. 
当 p<0 时 ,D(pB) 一 一 D( 一 及 一 一 玉 . 又 显然 有 DC(0) 二 0. 综 上 所 述 , 有 
D(B) =— sgng. 


利用 狄 利克 雷 积 分 和 傅 茹 兰 积 分 , 求 下 列 积分 : 
【3813】 全 = 一 std (a>0). 


解 令 I(B) 一 [| 到 dx. 首先 注意 到 x 一 0 不 是 焉 点 ,因为 


lim ee 一 cosbr _ Jim — 2are +pBsingz _ pF 
z+0 r? z+0 2x 2 
由 于 
四 2 
8 -9S 委 一 (Xx>0),， 
rr 工 


而 |” 蛇 收 合 , 故 |” 和 二 红 dz 在 一 oo<p< 十 上 一 致 收 化, 从 而 ,| ”< 一 -coatedz 也 在 


一 co<B<< 十 oo 上 一 致 收敛 .于 是,1( 有 是 一 oo 所 B<< 十 co 上 的 连续 消 数 .下 设 8>>0. 由 于 


2 
+ 9 ee 一 cos8Bzr 加 全 sinp6z ， _ x 
| 5B( dz 一 


而 积分 | ”sadz 在 8>> 久 >>0 上 -一致 收敛 (因为 当 -十 co 时 二 单调 递减 趋 于 零 , 而 | | singzdz | = 


9 


| 二 sos | < 二 , 故 由 多 利克 雷 判别 法 知 , | ”S 全 dr 当 B>>A 时 一 致 收 敏 ). 于 是 , 当 p>& 时 ,可 在 积分 


号 下 求 导数 ,得 
(p= | ”并 纤 qz 一 至 . 01) 
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由 应 >0 的 任意 性 知 ,(1) 式 对 一 切 8>0 皆 成 立 . 于 是 ， 


TCD 一 于 PC (0<6< 十 co)， (2) 
其 中 C 是 某 常 数 .在 (2) 式 两 端 令 8 十 0 取 极 限 , 并 注意 到 1(8) 在 一 oo 二 8B<< 十 co 上 的 连续 性 ,得 
站 S10) = lim 1(8)=C. (3) 
根据 3808 题 的 结果 知 
十 oo -ar2 一 应 2 
[ : 2 ~ dz 一 Mr (WB—Va) (a>0,8>0). (4) 


oo lg? poo a? 2 
令 JT( 有 = | ”dz (e>0). 仿 上 面 的 证 明 , 易 知 |” 二 sdz 当 B>>0 时 一 致 收 伍 , 故 
J( 忆 是 8>0 上 的 连续 函数 .于 是 ,在 (4) 式 两 端 令 B= 十 0 取 极限 ,得 


oo e ar? 一 1 
| dzr=J(0)= lmJ(B=— Vira (a>0), 
0 Be 十 0 


zx? 
以 此 代入 (3) 式 ,得 C= 一 Vra. 于是， 
TD) 一 到 p 一 Vra (0 和 8< 十 co). 


当 B<<0 时 ,TB) 一 工 且 一 广 ( 及 一 Vra. 总 之 ,得 
一 ar2 
[上 r= 于 |pl— Ve (a>0). 


0 
x) 利用 3812 题 的 结果 . 
[L3814] 全 Sazsinprdz 
站 


提示 注意 sinazsingz 一 方 [cos(a 一 Bx 一 cosa 十 Bx]， 并 利 用 3790 题 的 结果 . 


ce 十 8 
a 一 有 “ 


解 全 mezsinardz 一 了 | coste 一 已 一 cos(e 二 人 Dzdr 一 本 In 
0 0 


x* ) 利用 3790 题 的 结果 . 
【3815】 全 sinazcos8z iv 
0 并 ” 
提示 利用 3791 题 及 3812 题 的 结果 ,可 得 
原 式 二 0, 若 |a|<<|B|; 原 式 一 于 sgnas 若 |a| 一 |B1; 原 式 二 也 sgna, 若 |al 之 1B|. 
解 六 singxcosBz | 1 to se 二 BOz+sine 一 Dzdz 一 二 | ~” sin(at Bx— sin(B— a) x, 
0 TT 2 0 Tr 2 0 了 
0， le|<181…， 


nT 
到 sgna， la 一 18|”，， 


六 sgna， |el 盖 18 >。 


<* ) 利用 3791 题 的 结果 . 
xx) 及 xxx) 利用 3812 题 的 结果 . 


十 oo 3 
【3816】 | SP cdz. 
0 人 
提示 注意 sinmaz 一 二 sinaz 一 十 sin3az，, 并 利用 3812 题 的 结果 . 
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解 由 于 sin3az 王 3sinaz 一 4sinzaz， 故 
| = sin az | 全 3sinaz 一 sin3azj 一 工 。 (3- 革 )” =- 工 
0 6 4 284 4 4 Eno. 
xx) 利用 3812 题 的 结果 ， 
Hoo je 2 
[3817] | (EE) dz 
0 工 


解 令 Ia 一 | (Sez) dx. 先 设 。 之 0. 显然 < 一 0 不 是 现 点 ,因为 lim C3) ee 


(sez) < < 吉 , 又 |” 紧 收 他, 帮 |”( 江 到) dx 在 e>0 上- 致 收 全 ,从 而 , |”( 


x 


一 致 收敛 . 因此 ,I(a) 是 a 宇 0 上 的 连续 函数 . 


max) dz 在 a 宇 0 时 


十 co 了 2 十 co 1 oo 了 
又 办 | ” 东 (Sm) dz= | ”Sm2ezdz 一 于 ,而 积分 | ”sm2azdz 当 >>m>0 时 一 致 收 黎 (参看 
a x 0 工 


0 


3813 题 的 解 题 过 程 ), 故 当 a 之 ao。 时 可 在 积分 号 下 求 导数 ,得 


to si 
ro= | sin2az 一 下 
0 x 2 


0 Tx 


由 wo 之 0 的 任意 性 知 ,(1) 式 对 一 切 o>0 皆 成 立 . 两 端 积分 ,得 
I = atC (0<a<= 二 oo0). 


其 中 C 是 某 常数 , 在 上 式 两 端 令 a 一 十 0 取 极 限 ,并 注意 到 I(a) 在 a 之 0 时 的 连续 性 知 
0 一 TO 一 lim To 一 C. 


于 是 ,ICo) 一 2 (0 和 < 十 co). 当 a<<0 时 ,显然 To 一 开 一 因 ) 一 到 (一 q) , 故 对 于 任何 a, 有 


Heo ei 2 
| (2) dz 一 To 一 也 lal. 


0 


[3818] 全 (sz) dz. 


提示 两 次 使 用 分 部 积分 法 ,并 利用 3812 题 及 3816 题 的 结果 . 


to 1 sinax 1 fr” . 1 1 ， + 1 ff 3ausinzazcosax 
解 | (Se 可 ) dz 一 7 | siniazd (7 )— — gzsin’ ax , 十 2 | < 区 < dz 
_ 3a f” sinzazcosar ， __ 3a 2 1 
一 | 了 dz 2 SI1I azcosazd (二 ) 


+ ，3a f+™ 2asinaxcosaxr—asiniax 
十 dx 


3a . ， 
一 三 sin gxcosex 
2x 


0 2 Jo z 
_ 3 ff 2asinaz 3a fr 3asiniar, 。， _ Xx 9 ，。 xz x) 
2 |， 雪 dz 2 | 过 dz 一 3a 2 Sgno— Ha 1 sgna 


2 


_3x _3x 
= sgna— galal. 


x*) 利用 3816 题 的 结果 . 


oo ain 
【3819】 | edx, 


提示 使 用 分 部 积分 法 ,并 利用 3812 题 的 结果 ， 


十 co 十 eco -十 ce 3 十 oo : oa 
解 上 si zg z= sintz 十 | 4sin: COSZ | | (3sinz 一 sin3Z) cosz 7 
x 0 0 工 0 zx 
3 fasn2r， 1 fsin4z 1 ft sin2x 3 1 l\rxr_x 
-sp z dz ;| 过 dz | z dz (5 2 2 ) 了 4 


【3820] 三 sin4ta 工 一 Sin4 Bx 
0 I 
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提示 注意 sintz 一 二 (cos4z 一 4cos2z 十 3) ,并 利用 3790 题 的 结果 . 
解 ” 由 于 sin4z 一 言 (cos4z 一 4cos2z 十 3) , 故 
t™ sinar— sinpr, _ 1 fcos4az 一 cos48z 1 六 ”cos2az 一 cos28zx 
dz 一 一 dz 一 一 dz 
0 T 8 0 TT 2 0 要 


1 in| 8 


2 


一 于 jn 


ln 
8 


(Ca¥0,8z0). 
注 车 wo 一 6 一 0, 显 然 积 分 为 零 ; 若 a 二 0 (B 隆 0) 或 Bp 一 0 (天 0) , 易 知 积分 发 散 . 
提示 令 z 一 人 ,并 利用 3812 题 的 结果 . 

解 作 代 换 了 =, 则 有 | ”sdz- 二 | sd 到. 


a 4 


,0 
【3822】 [ eax dz (p>0,4>0,8>0). 


+ SinezsinBz 
解 | e 全 可 dz 
0 zx 


三 一 一 eT + | 二 —{—ke “singrsinBr+e “(asingrcosaxt BsinaxcosBzr) } dz 
全 ee La [- ”i SezsinBzdx， 
0 0 


由 于 


to 


十 oo i teo i 一 Si 一 一 8 
| lncoser qs — 3 | sin(a+ Px— sin(a Bq (arctan “HB—arctan 2 2) ， 


0 尼 0 I 


| e 所 Soezcosprdz 一 全 (arctan B+arctan 2) ， 


sinazsin8z 
且 | e 生 dz 


=[ [Ce * —D)+1][eos(a—P)x— cos(at Bx). 
2x 


-到 六 Ce-e 一 1)cosCe 一 DZ 工 1 (ee 一 1)cosCo 十 Bi 
2 Jo 并 2 Jo I 

1 

2 


| cos(a—B)r—cos(at Px 


0 I 


_l1.1l In (a—pP)’ 1 .1 LIn (at+ pA)’ ln atB8|_l1 1 In (ca 十 B) 2 十 外 
2 2 (oa 一 及 :十 忆 2 (a 十 B)2 十 外 2 jc 一 8 (Ca 一 D)2 十 妇 ” 
加 . 、 p22 
故 二 e en 4B ctan® k 十 8_“ 一 5 Brctan E+ ln a 


x) 利用 3812 题 的 结果 . 
xx xx) 易 知 3796 题 的 结果 当 a>>0,6 一 0 时 也 成 立 . 


【3823〗 对 于 不 同 的 z 值 , 求 狄 利克 雷 间断 乘 子 
+o0 


D (zx) = 二 | sinAcosAx a ， 
nT Jo A 


作出 函数 y= 二 D(x) 的 图 像 . 


_ 1 fi” sin(l 二 zx)A+Tsin(1 一 x)4 
解 DCzD)= 二 | > da. 


当 |z|<1 时 ,1 十 z>0 及 1 一 z>0, 利 用 3812 题 的 结果 , 即 得 DD (z) 一 工 (要 十 要) 一 1 
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当 |z|==1 时 ,1 二 z 及 1 一 x 中 总 有 一 个 为 零 ,一 个 为 正 值 , 即 得 D (zx) 一 二 到 一 计 ; 
当 |z| 之 1 时 ,(1 十 x) (1 一 x)<<0, 妓 得 D(x) 一 0. 如 图 7.3 所 示 . 


图 7.3 


【3824】 计算 积 
Cosax] 


t+% sinax too 
(1) V.P. |- Sezdz (2) V.P. 六 eesez dz 


Te Sina 工 + sina(t—b) 
解 (1) V.P. 六 esdz z=V.Pp. | ea 


” sinatcosab +t” cosatsinab +™ sinat 
二 VP. | i dt—V.P. | 2 di=2 7 cosabdt = xsgnacosab. 
2 [0 


类 似 地 ,可 求 得 


COSax 


(2) V.P. 全 TFs — dx=nxsgnasinab. 
[3825】 利用 公式 T= | edy, 
计算 拉 普 拉 斯 积分 [= | dz. 
o 1 十 x 
解 工 = | cosaxdz [i ert dy. 由 于 被 积 函 数 cosazre-” 1 了) 是 0 声 z 达 十 oo ,0 碌 y 达 十 co 上 的 连 
0 0 
续 函 数 ,并 且 绝 对 值 的 积分 


二 ee 二 oo jp? to to 3 元 (+” e 
| dy | |e 闪 cosar |dz< | e "dy | (Sd dz= 罕 | 
0 0 0 0 2 Jo Vy 


te x 
dy 一 | e dt 一 了 祁 所 十 co， 


故 原 逐 次 积分 可 交换 积分 顺序 ,得 
工 一 | edy |. cosaZzdz 一 |e 。 BV Ee dy 二 乒 Ve [2 说 《各 7 ] dz 


.将 。 -zl | 


YT oe 


x*) 利用 3809 题 的 结果 . 
<x) 利用 3807 题 的 结果 . 


Zsingz 
————d 


十 oo 
【3826】 计算 积分 一 |” 人 


cosax \ xsinax ， ecosar 
解 由 于 区 (和 和) 一 一 全 2 基因 此 我 们 考虑 积分 上 一 | ”32 dr 


1 十 z2 
23e ”dz + cosax 图 图 
由 于 < 和 而 | 天 5 收 得, 故 | ”Psdz 当 - co<<e<< 十 co 时 一 致 收敛 . 又 因 当 
2 之 a 之 0 时 ， | sinazdz | = | lh | < 2 ,而 过 当 z>1 时 递减 , 且 当 xz- 十 co 时 趋 于 零 , 于 是 ,由 


狄 利克 雷 判 别 法 可 知 ,积分 | ”Sezdz 当 a 之 a 时 一 致 收敛 . 因此 , 当 a 之 es 时 可 在 积分 号 下 求 导数 ,得 
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dL 


da 


由 m>>0 的 任意 性 知 ,(1) 式 对 一 切 >0 成 立 . 由 3825 题 知 , 当 a>0 时 ,一 于 se. 于 是 ,由 (1) 式 知 


0 NT -ee 
Li 二 da 2 已 (a>0). 
显然 , 当 a<0 时 L 站 Zin4 一 azdz 一 一 开 e 
rs， 3 1 o 1+z? Xx 2 已 

而 当 a 二 0 时 ,LL 一 0, 综 上 所 述 , 有 太一 六 sgnae |. 

计算 积分 

to Sin2 工 
提示 利用 3825 题 的 结果 ， 
too Sin x] to t+” cos2x 1 x 1 x _ x 加 
解 | 1 二 二 dz -= 去] TE 二 | 1 十 未 dz 一 Te) 


<* ) 利用 3825 题 的 结果 . 
t™ cosar 
[3828] | cdr. 
提示 注意 1 二 (1 十 xz?) 一 zx? ,使 用 分 部 积分 法 ,并 利用 3825 题 与 3826 题 的 结果 . 


+co 


Tcosa 工 人 COSa 工 | XicOsax ， la 六 
得 |， |， 衬 4 | ， 半生 和 dz 一生 + zeosard (二 


二 lal 二 1 wcosaz 1 [| cosaz 一 azsinaz | 
2 1+x’ |o 2 Jo 1 十 2 
1 fi® cosazx a 全 Zzsinar 
2 | 1 十 示 dz 十 2 Jo 1 十 并 zdz 
二 Tl Tl oT 。 elel*)— TT 一 lal 
2 e 4 8 十 了 2 Sgne" e 4 (1+ lal)e . 


<) 利用 3825 题 与 3826 题 的 结果 . 


to COSa 工 12 
【3829】 六 25 二 cdz (a>0,ac pb 0). 


2 —p2 
解 ax'+2bztema| (x+ 二) + EE 令 


) 


12 
= m0)， 
a m a 
则 axi++26zx 二 c=am (ff 十 1), cosaz 一 cosa (mi 一 之 ) 一 cosamtcos 如 十 sinamtsin 如， 
局 . . ba 
oo cosaz 1 f+e cosamtcos ， + ‘Jo Sinamtsin a 
于 是 ， 六 a77 Hobr ied am | 1+e dt ;| 1 十 如 用 
ft 1t t 
由 于 | Se 于 | << 和 z: 而 | ”了 于; 一 收敛 , 故 积分 | ”办 各 di 收敛 , 同 理 , 积 分 | ”Sa 人 
上 i t 
化 .又 由 于 守 尘 为 偶 函 数 ,了 为 奇 函 数 , 故 
+ cosamt |,_ 国 CoOsami | -miel*) 六 singmt ， 
| ITt2 2), TH re ， ITE 全 一 
4 to cosaz _1 ba -mlal| = by ba -lel Yee 
从 而 得 六 2 二 cdz 2m sa "Te a pi 。 


(1) 


dz 收 
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x*) 利用 3825 题 的 结果 . 


【3830】 利用 公式 去 - 亡 全 esdy (xz>0)， 
计算 菲 湿 尔 积 分 [| sin(x? )dz= 了 于 全 dz 及 | cos(z?)dz 一 广 | dz 
解 在 积分 户 - 志 | -su 的 两 端 乘 以 sinz, 再 在 0 二 zo 志 z 志 xz) 上 积分 , 则 得 
nT 0 


十 oo 
[ ! qz- 三 | ， dz| sinz « e-*! dy. 
0 


mVr Vx 
十 cc 
由 于 |sinz 。 er-m | 委 eroy7 ,而 |- eray dy 收敛 , 故 积分 | sinrz 。ero dy 对 ro 和 xz< 委 zi 一 致 收敛 ， 
0 
从 而 可 进行 积分 顺序 的 互 换 ,得 
1 sinz 4 2 三 六 . 21 2 | | ea ee | 1 
一 d ed d 
| 次 a ?jsinz 'e z= 所 Fy > 
2 tm ye mo 全 ea 2 . 六 oem 2 | en 
所 sinzo T 1Fy 2 和 dy 二 大 cosm ITy dy Fn ， iFy dy 所 sos 。 ITy dy. 


上 述 等 式 右 端 的 庄 积 分 分 别 对 0 生 z 二 十 co ,0 过 妆 二 十 co 都 是 一 致 收敛 的 (事实 上 ,er 入 1,eray 入 1， 


且 积 分 | ”学 六 dy 及 | 时 订 均 收敛 ). 于 是 ,它们 分 别 都 是 mvm CO<m<< 十 cv0sm < 十 ce) 的 连续 
函数 . 从 而 ,让 zo 一 十 0, 可 在 积分 号 下 取 极 限 ,得 
十 co -x1 


2 
2 sinz j 加 + dy 2 . 六 ye 2 | e 
将 友 J。 于 了 En IF dy 夺 cosm 。 I dy. 


了 上 区 大 后 全 个 机 人 不 二 过 各 人 


-avdy= /x : 工 二 
NN 0， 


0 ~+eA zi 
仿 zi 一 十 oo，, 即 外 sinz] 1” dy _2 7 /x . 
故 令 工 即 得 | 次 Vardo 1 十 Vr 2V2 2 
区 te 1 fi” sinx Ar 
最 后 得 广 sin(Z ) dz 一 了 [ 本 7 
同 法 可 得 六 cs)dz- 移 
求 下 列 积分 : 


十 co 
【3831】 上 sin(azz 十 20z 十 c)dz (〈a 天 0). 


2 ep 
提示 “注意 ar +2brtema( (x+) + ， 

令 z 十 也 ==4, 对 sin(afr 十 4 如) 使 用 和 角 公 式 ,并 利用 3830 题 的 结果 ,但 必须 注意 
六 sinaf? dt 一 sgna。 一 一 一 i siny’ dy. 


om 


_ sina ( (< a ) + 多] dz 一 [sin( sin( as? :十 4 一 全 )d 


+o0 + 
解 [ sin(az 十 20z 二 cydz 一 | 


CC 一 如 


一 COS 


十 oo 2 十 oo 
。 . ac—b 
| sinaf? dt+ sin 了 | cosat? di 


一 co 


= sgnacos 


sinyz dy 十 sin 


ac—b: 1 to ,ac—b 1 刻 
a Vlal |-~ a vlal 
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pz p22、*) pp2 
-Va (sgnacos 2 十 sin 2 一 ) =-A/ 再 san(2 十 王 sgna ). 
x*x) 利用 3830 题 的 结果 . 
十 oo 
【3832】 | sinzx’ cos2axdx. 
提示 利用 3831 题 的 结果 . 


+ + 
解 上 sinz2z cos2azdz 一 去 | [sin(z2z 十 2az) 十 sin(z2 一 2az)]dz 


一 co 


= 到 | fsin( 于 一 oz ) +Vfsin 人 人 2)] rsin( a ) Vacos( 焉 +a ). 


x ) 利用 3831 题 的 结果 . 


oo 


和 
【3833】 | cosx? cos2azdz. 


一 co 


提示 “利用 3831 题 的 结果 . 
解 六 coOsx? cos2azdz 一 六 六 [cos(z2z 十 2az) 十 cos(zz 一 2az)]dz 
| 国 | in( ?十 2 十 下) 十 in( :一 2az 二 于) |dz 
[sin(z az 十 -7 sin(z 2 

*) 
2Vxsin( 互 一 :十 王 ) =Vfsin( 亚 十 oz ). 


x) 利用 3831 题 的 结果 . 
【3834】 证 明 公式 : 


+o0 co ， 
(1) [ 2 dr 一 六 sinag (a 之 0); (2) [ 了 dz 一 一 到 cosaa (a>0). 
这 里 a 关 0, 积 分 应 了 解 为 在 柯 西 主 值 的 意义 上 . 
十 ee 
证 | SoaT dry 
0 a 
a 一 A 
= lim J " Psdz+ | dz | 
da 0 BC 并 atrQ 
厂 『a 一 a A A 
一 工 lim | ? 2osezdz 十 | 7 cosezdz 十 | cosaz dv 十 | osezdz | 
Za rt Jo 2 一 工 oo az ay Q 一 工 atr Q 十 工 
厂 一 4 一 _ 4 一 a Ata -一 
1 Lim 下 cosal(a— i) di 二 [ 7 cosalt a) ]， -| | cosalt war | 
22 y+oL a t a t 了 2aty £ 
FF rA-a 一 Ata 一 2a 一 一 A—a 
= jim | cosalt art | cosa(t—a) | | | 7 cosalt | coseGt--a)dr | 
2a ytot 9 t A-a 2a+y 了 t 
一 上 lim [全 ose os te cosa(t—a) 1 | coseG 一 ad | 
2a 并 to 上 了 A-a 2a-3 t 
Aa De ; Ata 一 2a+ 一 
_ 1 lim | 2sinatsinga | | 工 lim | cosali 0) 1 im | ? cosalt 4 di 
Za peto 了 t 2a A~+o0, A-a i 2ay to jazo-y i 
_ sinaa [i Sinat /Tsingg™). 
a 0 i 2a 
oo 
(2) | | 
o a’’—z 
im [| et | ee] 
EL x ar Q2 一 并 
= 一 去 lim [| Sat [站 2zdz+| sezdz+ | edz | 
2 tot Ta o Xt+a a Ta ay 工 十 a 
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三 sina(tta) | | sina(t— 0 jy + sina(t+ta) | 十 Ata Snel | 
t t i t 


—a a 


2aty 


1 jm [fF sinaC 一 2) 4 二 | sinaCt 一 a) + sina(t 十 a) | 十 全 Minette | 
2 Et t a i t 2aty t 
一 jm [六 SeC 一 人 一 sinet dr 二 | sina(t—a) ,+ 人 sec 一 adr ] 
2 yto tds t A-a i 2aty £ 
A 二 oo 
A~a i Ata «i 一 2a 十 一 
ll lim | 2sinatcosaa | 1 lim | te sina(t qt+ 方 im| 7 sinalt 0 
2 to t 2 4~+coJ A-a 2 Za 
一 一 cosaa | sinatdi 一 一 等 cosaa 
0 t 2 
<*) 利用 3812 题 的 结果 . 
作者 注 ， 原 题 1) 应 加 上 条 件 a 之 0. 当 a<0 时 ,有 
Te to (一 o) ; 
| dx | dz 一 到 sina( 一 o) 一 一 入 sinaa。 


原 题 2) 应 加 上 条 件 a 之 0. 当 a 二 0 时 等 式 显 然 不 成 立 ( 左 端 等 于 0, 右 端 等 于 一 全 ); 当 a<0 时 ,有 


+ rsinax + Sin( 一 a) 工 
5 zdx sdx 
oo Q& 一 并 0 GE 一 工 


[ 2 Cosal | 分 cosaa- 


【3835】 对 于 函数 /5 , 求 拉 普 拉 斯 变换 


+ 
Fcp=| ef(2dt (p>0)., 


(1) f(1) = 二 rn 为 正 整数 )， (2) f(2) 一 Vi (3) f(2)=e; 


ee 一 


(4) f(D te (5) foD eos (0 FD= 苇 生 ， 


(7) f(1) = sina¥yt. 


解 (1) F(p) 一 全 ed 一 一 二 ee 
0 


十 ce n 十 ca 
+ 三 | er*t" ld 
0 po 


2 一 1 次 
= {np ge 二 型 和 er dt= -2 
puJo p Jo p 
to 1 tm 1 ft dt 1 fw MT 
2)F =| -x dt 二 一 一 ~ 六 去 | “至 = 二 |. m? du= . 
(2) F(p) 。 di pe |，+ 地 J “万 一 节 e “一 2 万 


(3) F(p)= 站 ex er di 一 三 endi. 当 p>a 时 ,FP(p) 二 Fi; 当 p<a 时 ,积分 发 散 . 


二 oo 二 co 1 
二 一 页 一 地 一 一 (六 十 of 一 ~ ~- . *) 
(4) FCp) [ te-me-e dt | te dt Pte>0)". 
%*) ”利用 本 题 (1) 的 结果 ; nn 一 
to t+ sint 
(5) Fcp)=— | ecostdt— PQ e , zi 
(6) F(p)= 站 ex lied 
由 于 lm = 1, lim 1—e— ”一 0, 故 函 数 1 一 < 有 界 :0 一 J 一 < 一 之 M 一 常数 (0 过 :< 十 oo). 
_ 
由 此 可 知 , 当 p>0 时 ,积分 | ”e- 二 和 dr 收 钱 , 并 且 
mM 
o<F(p<M| erdi—¥ (0<p<+o0). 
0 
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(1 ) 


再 考虑 积分 


十 co -rt 十 co 二 ea + 
| Be) ee De] > 
0 0 


o 9p p 十 1 
它 对 p 宇 po 之 0 是 一 致 收敛 的 . 因此 , 当 p 之 po 时 ,可 对 函数 F(t) 应 用 莱 布 尼 茨 法 则 ,得 
1 a 
F’ (p)=5 和 一 永 ( 当 p 宇 po 时 )， 
由 po 之 0 的 任意 性 知 , 上 式 对 一 切 如 >0 均 成 立 , 两 端 积分 ,得 
F(D)=me +C (0<p<+o0), (2’) 
其 中 C 是 某 常 数 . 由 (1') 式 知 ， 
lim F(p)=0. 
p+ 
于 是 ,在 (2) 式 两 端 令 p 一 十 2, 取 极限 ,得 C=0. 由 此 可 知 
jn P+t1l_ 1 
F(p)=In in(1+ 地 ) 
Ho oo + 
(7) F(p)= [ ersinafr di—2 | ue-m? sineudu— 2 e 多 
x) 利用 3810 题 的 结果 . 
【3836】 证 明 公 式 ;( 利 普 希 英 积 分 ) 
十 co ce 1 
| € J bd (a>0),， 


其 中 帮工 | cos(zsinp)dyg 为 0 阶 贝 密 尔 函 数 (参阅 3726 题 ). 
证 六 e“Jo(bDd 一 二 全 e di cos(btsing) dg. 
由 于 积分 |”e“cos(btsing)dt 对 0<p<x 是 一 致 收 合 的 , 故 可 交换 积分 顺序 ,得 


十 oo 1 x 十 co 
| e “Jolbt) d= 二 | dp 上 | e “cos(btsing)dt 
0 


_ 1 上-( 一 eesCbreosg2 smsin besing) er )ap 
+b sin’g o 
=- 二 dp -ef dp _2a 『 d(tang) _2a 请 di 
TJoa:tbsing wo altbsinmg wo Catb)targta: x lo (atb)r ta’ 
一 红 — ll arctan 一 一 -一 一 一 (a +6), -一 ， 
TT av(la tb) a 0 VvV (a6b) 


【3837】 求 狐 尔 斯 特 拉 斯 变换 F(z)= 去 | e 7 f(y) dy. 
设 :(1) f(y)=1; (2) f(y)=y; (3) f(y)=e’”; (4) f(y)= cosay. 


ec 一 D2 -二 | 一 吧 2 Vr 
解 (1) F(z) i dy 掺 __e dz 一 所 2 


十 co 
(2) 六 ee ydy= 二 | eCztu)’ du 
Mx 一 oo 


1 _ 2 2 27z (+ 『 本 
一 一 e “Ww du 二 一 e ”MUdz 十 e* du. 
J Ee | 
由 于 
1 全 -2 [| 2 | -2|':~_ 1 | 一 2 
一 e “好 dz 一 一 we ”dz 一 一 一 ztdCe“ ) 一 一 一 zke 十 二 e” du 
Vr 本 Vn 9 T n 0 Vn 0 


oo 


二 oo 
(4)F(zx)= 去 | ee cosaydy 一 二 | ee cosal(z+u du 


_cosar ft™” ,2 SinQ 工 er 
一 e “” cosaudu— 


sinaudu 
Vi ]- 


*) 


2 
cosar 2 一 2 
一 ZY ne 1 一 0 一 e 4 COSG 工 。 


x) 利用 3809 题 的 结果 . 
【3838】 切 比 雪夫 一 埃 尔 米 特 多 项 式 由 公式 


Ht) = Dre 中 Ce) (no0,1,2,) 
dz 


jo 2 0， mn, 
定义 ,证 明 : H., (x)H.(x)e ” a | 
2 2" 41 Vr, m=n. 
证 由 1231 题 的 结果 知 ,日 , (x) 为 一 个 nn 次 多 项 式 , 且 x" 的 系数 为 2". 不妨 设 mx 志 n, 则 


~ HCn) H(z)e "dz = 三 ee ol ~ Hnd| 由 Ce-2) 
oo dz 一 oo dz 


-| Hz) de) dr=.. 


dza ! 


二 天 Cm) 由 ”2 一 一 2 人 ”op 一 22 
一 (一 1) _Hs (7) Te mle )dz 一 … 一 (一 1) Hs (Cz)e 7 dz. 


当 mm 过 nn 时 ,五 (Cz) 一 0, 故 三 五 。 (xz) H, (Cz)e- dz 一 0; 


当 m=n 时 ,HD(D=2n1, 故 | HCDH,(r)e dz 一 2ml| edz 一 2mME， 
[3839】 计算 在 概率 论 中 有 重要 意义 的 积分 


十 oe _£ Cx -p: 
g(z) 一 区 | ee 2 dé (o>0,0>0). 
102 一 Se 
— 2 
解 ”注意 到 + [te ett] 
1 2 
2 2 2 2 2 
人 入 _ol +os ox 一 or 
并 令 2 
we 关 ) 
十 co 加 2 1 元 a 
4 一 (at2 +2K+e) Te 一 /TT 
即 得 9(z) 2rox cs? 六 ° 4 2nooV 4 8 


将 a,p,c 的 表达 式 代 入 上 式 , 并 令 co 一 Vai 十 0 , 化 简 整理 得 


zz 
e ze 。 


p(x) 一 


1 
o V2r 
x) 利用 3804 题 的 结果 . 
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【3840】 设 函 数 f(z) 在 区 间 ( 一 oo0, 十 oo) 内 连续 且 绝 对 可 积 "*. 证明: 积分 


2 
— (€—r) 
4a2 2 dé 


u(x,t)= 


满足 热传导 方程 呈 一 a? 及 初始 条 件 limu(z,) 一 fz). 
证 当 过 0, 一 <z<+oo 时 ,| He | 过 17(9| ,而 站 ”17(e 1de< 十 co, 故 积分 


十 co 2 
站 Fee de 


在 人 从 而 ,zzb 是 上 0, 一 cc<z< 十 cc 上 的 连续 函数 . 考虑 积分 
-ep (Eé— x) 


. 
Ee Sh de | Kee Sh SE de, (1) 
+ i co _ Cer)? 一 

[Gr (2) 
+ 9 De ee 42 1 |(é—z) 

六 远 cres ed | /Oe | -nt -J (3) 


先 考 察 (1) 式 中 的 积分 . 
由 于 对 |z|l 委 z ,0<toRtRh (ro ,to sh 任意 固定 ), 当 |é| 守 zo 时 ,有 


ED2 《E 一 72 《8 一 zo 《 )? 
| re 4a2 和 |<lre |e 4a20 0 二 和 ， 


del—zo)? (lel— 2 

, . zo) 

而 lim e sa 0, 
iél=+o 4a’ to 


Sp (€— x) 


故 当 16|>m 时 ,有 | re 这 和 


和 MIACe |， 


其 中 M 是 某 常数 . 于 是 ,根据 | ”17(6) 1d6< 十 co ,由 魏 尔 斯 特 拉 斯 准则 知 ,(1) 式 中 的 积分 在 1z| 福 ma,0< 


加 委 故 避 上 一 致 收敛 . 
同 理 可 证 ,(2) 式 中 的 积分 和 (3) 式 中 的 积分 都 在 |zl 委 zo ,0 扫 和 委 才 页 上 一 致 收敛 .于 是 ,在 其 上 可 应 
用 莱 布 尼 茨 法 则 在 积分 号 下 求 导数 ,得 


3a& 1 + (é— zx) 

于 一 二 | Ce 生生 | 2 114, 04) 
9u__ 1 二 人 2 一 工 

天 -二 去 (9e Th de, (5) 
Qu (é— x)? 

于 -i 启 /Oe 全 | TE 1] (6) 


由 zw yto;b 的 任意 性 知 ,(4)、(5) (6) 三 式 对 一 切 一 cc<z< 十 co,t>0 都 成 立 .根据 (4) 式 及 (6) 式 , 即 得 


a 3 (orto0,t>0). 
at ax? 
下 面 证 明 limulz,d) = f(z) (—co<z<+o0). (7) 


任意 固定 x, 易 知 (2>0, 作 变量 代 换 u 二 包工 
2ay 


+eo Er oo 
| 。- 所 产 de—2a | e-" du=2a Vrt, 


故 u(rz,t)— f(x)= 


1 十 co 
本 4a2 < 下 
pp [fCé) f(r) Je [3 
任 给 e>0. 根据 /(z) 在 点 的 连续 性 ,可 取 某 6>0, 使 当 16 一 +|<<6 时 , 恒 有 |f( 台 一 f(z) | 乙方 .我 们 有 
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加 1 En cto oo ED 加 
uz fz) = 去 (六 十 | 十 | ) [7 一 F(z)]e 二 由 一 五 十 天 十 有 


下 面 分 别 估 计 工 ,1 与 五, 我 们 有 


[| = 民 |, -fe 人 上 < 二 (> “ep dé) 
< -于 
又 有 
i | = | WO/ | < 地 Se 1 det 元 eae 
< Le de | ee2 du, 


由 此 可 知 limz 一 0. 同 理 可 证 im mn 一 0. 于 是 ,存在 7>0, 使 当 0<t<y 时 , 恒 有 


E E 
ma1< 卫 ， | 入 本 


由 此 , 当 0<*< 7 时 , 恒 有 uCzsD) 一 f(z)| 达 语 十 后 十 全 一 e， 
故 (7) 式 成 立 , 证 毕 . 
x ) 作者 注 ;本 题 原 书 把 2 一 gf 2 误 写 为 2 一 小 2 另外 原 书 只 假定 f(z) 在 (一 oo0, 十 co) 上 绝对 
和 : 示 3 a dr at Zz zz 上 AN 中 
可 积 ,这 是 不 够 的 . 应 加 上 假定 f(z) 在 (一 oo, 十 oo) 上 连续 , 否则 ,结论 limulz,) 一 f(zx) 就 可 能 不 成 立 了 . 
例如 , 令 
1， Zz 二 0， 
fz)= 
0， X00， 
则 显然 F(z) 在 (一 co, 十 co) 绝对 可 积 . 这 时 
ul(X,t)=0 (1 太 0, 一 co<z< 十 co)， 
故 limu40,) 王 0 关 1 王 了 (0). 


1 了 工 函 数 当 z>0 有 : 


[一 函数 的 基本 性 质 由 下 面 的 递 推 公式 表达 :，TCz 十 1) 一 ZTCZz). 
若 n 为 正 整 数 , 则 


1 、_1.3…(2n 一 1 
Fo 一 (一 DT(a+ 志 】 也 YT. 
2” 延 拓 公 式 ” 当 工 不 等 于 整数 时 有 : 

TAT m7) = 


sinnxz” 
此 公式 可 用 来 求 自 变量 为 负 值 的 工 函数 . 
3” B 函 数 当 z>0 及 y>>0 时 有 : 


1 
Bcz,y— | 1711) 1dt. 
0 


FPCz)PCy) 


成 立 公式 BCzyy) 一 Fez 十 y) 
【3841】 证 明 :T 函数 T(z) 在 区 域 zx>0 内 连续 ,并 且 有 各 阶 连续 导数 . 
证 r(x) -| 1 ed 一 | -led 十 | ple-rd, 


1 1 
当 zx 守 zo 之 0 时 ,0 之 Pr!1e 'Sto ie (0<t<1) ,而 | to le dt 收敛, 故 | Pie di 当 z 之 xo 时 一 致 收 
0 0 
oo too 
伍 ; 又 当 z 委 立时 ,1e 委 扫 -1e (1 学 1) ,而 | Pile dt 收敛 , 故 当 z 委 zi 时 | ze dt 一致 收敛 .由 此 


可 知 , 积 分 | ed 当 0<zo 委 z 魏 2 时 一 致 收敛 . 因此 ,T(z) 在 Xo 入 TX 上 连续 ， 由 Xo 及 Xl (x1> 


zo 记 0) 的 任意 性 , 即 知 T(x) 在 整个 区 域 x 汪 0 上 连续 . 
考虑 积分 


+o 了 too 1 oo 
| (tle ')dzr= | 1" llnt* e ‘dt= | tr tnt* e :di 十 | 大 -1lnt。e ‘dt. 
o 9z 0 0 1 


1 x 
当 x 0NH, | nt ee! |Int| C0<i<D ,而 积分 | za- | Int | di 收 全 (这 是 因为 lims 陪 。 
0 十 个 
二 1 
zol1|lni| 一 lim (一 经 lnp 一 0 , 故 积分 | 1lnt* ee 'dt 当 工 之 xo 记 0 时 一 致 收敛 .同样 , 当 z 志 zi 时 ,17! 
全 全 十 站 0 
.lnt 。 e-!'| 过 [me '(t 之 1) ,这 是 因为 1 宇 1 时 0 二 lnt< 忆 而 积分 站 zm e-'di 收敛 , 故 积分 站 zilnr « edt 
1 1 


当 z<n 时 一 致 收 伍 . 因此 ,积分 | er!lnt “erd: 当 0<z<z<zi 时 一 致 收敛 . 由 此 可 知 PT (z) 在 mm 
zx 过 zi 上 具有 连续 导数 T(z), 且 可 在 积分 号 下 求 导数 ,得 

T' (z) 一 [| plnt « edt. (1) 
由 za ,zi 的 任意 性 可 知 ,T'(z) 在 x>0 上 连续 , 且 (1) 式 对 一切 zx>0 第 成 立 . 


完全 类 似 地 ,可 证 T'(z) 在 zx>0 上 连续 , 且 可 在 (1) 式 积分 号 下 求 导数 .一 般 地 ,由 数学 归纳 法 可 知 ,对 
任何 正 整 数 n,T "(zx) 在 xz>>0 上 都 存在 连续 ,并 且 可 在 积分 号 下 求 导数 ,得 


十 co 
Te (z) 一 | fl(lnt)"e :dt (zx>0). 

0 
[3842】 证 明 ;B 函数 B(x,y) 在 区 域 z 盖 0,y>>0 内 连续 ,并 有 旦 有 各 阶 连续 导数 ， 
证 由 于 当 z 守 zo0,y 宇 yo 之 0 时 , 恒 有 

OZFI DIR (1 ! (0<t<1), 
1 
而 积分 | to 1 (一 2)%1 收 钙 , 故 积分 [ 大 -1 (1—2)> 1dt 在 xz 宇 zo ;y> yo 上 一 致 收敛 ;从 而 ,B(xz,y) 是 之 之 


Xo ,3 之 3 上 的 二 元 连续 函数 . 由 To 盖 0,yo 盖 0 的 任意 性 知 ,BCz,y) 在 整个 区 域 Zz>0,y>0 上 连续 . 
考虑 积分 
1 | 1 
| azte (1—2)” Jdt= | 1 1(1—t)” nid. 
由 于 当 x 之 zo 记 0,y 之 yp 之 0 时 , 恒 有 
| 苦 -1 (CI 一 轨 一 :lntl 委 庆 (2% |lnt| (0<t<1), 


而 积分 [ t0 71(1 一 和 % 1! |1nz| dz 收 化 


x x0 
(因为 limt' ?170-1 (1—2)% |lnt|=— limt? lnt 一 0， 
tr 十 0 一 十 0 
1- 交 加 
lim (1—2) 3 «ro 1(1—t)% |lnt|=— lim (1—1)? lnt=0), 
1—0 人 1 一 0 


故 积 分 | #1(1 一 和 YY 1Intdi 当 z 之 xo,y 写 yo 时 一 致 收 伍 . 因此 , 当 z 之 zo,y 之 yo ,时 可 在 积分 号 下 对 工 求 导 
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数 ,得 
1 
Bz,w= | 大 -1(1 一 六 ?1lnzdz， (1) 
0 


并 且 B-(z,y) 是 zx 写 zo ,zx 之 y。 上 的 连续 函数 . 由 zo 盖 0, 加 >0 的 任意 性 知 ,(1) 式 对 一 切 z>0,y>0 皆 成 
立 , 并 且 B-(z,y) 是 区 域 :>>0,y>>0 上 的 二 元 连续 函数 . 同 理 可 证 B' (xz,y) 是 区 域 xz>>0,y>>0 上 的 二 元 连 
续 函 数 , 并 且 z>0,y>0 时 ,可 在 积分 号 下 对 y 求 导数 ,得 


1 
B, (zx,y)= | Fi) ln(l A) dr. 
0 


完全 类 似 地 ,利用 数学 归纳 法 ,可 证 下 ;22 在 区 域 z>0,y>0 上 存在 连续 ,并 且 


上 1711—2) ln) [ln dt. 
利用 欧 拉 积 分 计算 下 列 积分 : 


1 
r3843] | VE 二 dx 
0o 


解 [ Vr— x dx= | zi (1—z)idr=B ( 子 
由 于 [r ( 支 ) ] =r( 寺 )r 


故 了 ( 计 ) 一 KR. 于 是 ,| VE 到 dz 一 到 


【3844】 [x Vai—zridr (a>0). 
0 


解 [ 2 Vai—zx dr=a' [ (三 ) 1- (三 ) d( 三 )=w [ ww (1— wu) du 


4 
= 委 |wQ-w)idcw)= 秆 | -iq 年 B( 了 ,3)= 驶 . 


E38453 [| yd. 
一 TT 
提示 令 I 寺 zr 
> TX i 
解 设计 t 则 工 Iz? dx 一 Hd ,代入 即 得 
5 3 
te YF o_o 1 /5 3 T(r(F) 1 1 3 
| tg-B(,) -一 千 gzy= 寺 r( 闻 )r( 闻 ) 
ll_ rr x 
sin 2V2 


og 三 赴 : 


示 一 _L 一 
提示 令 工 二 后 ,再 令 1 干 u. 


1 fs 太 生 ft 2 
= 言 | ”后 dx 再 作 代 换 了 车 ;一 u, 即 得 


0 


mn 


1 2 
to dr 1f _s 1 1 /1 2 1T(35)r(s) 1 2 
| T= 言 ],* 0 一 四 idu= 3B(3.3)-3 TD) 3 一 3 
3 
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提示 pt 


> 4 too 
解 设 zx 一 4, 则 上 全 
3 1 
| 到 坚 = 寺 | 1 1 ww -3d (3 21) 1 r(x)r(a) 1 工 Tt 
o 1Tz 4Jo™ TY 4/ 4 ro) 4 mi 2V2 
4 
[3848] 上 sin zcos4 xdx. 
0 
提示 令 sinz 一 上 后 ,再 令 1 二 Vu. 
工 i 
解 设 :=sinz, 则 |”sin'zeos'zdz 一 | (1 一 六 di. 再 作 代 换 :一 Vz, 即 得 
0 [9 
7 5 
。 ，， r( 却 )( 却 ) 
上 sinszeos'zdz = 村 | wu (1— ww) du= 3 B( 2 ， 2 )= > 2 2 
5 3 1 3 1 
_12 3 3737 7 3 3r 
2 51 512 
[3849] [ 二 二 (n>0) 
二 
提示 令 也 一 
解 ” 设 x"==t, 即 得 
1 n—1 
| dz dr id -= 士 | 点 1 (1)- +g=1 B(2 一: )= 1 r()r( n ) 工 
o YI—zx" 四 " " n n’” n n TC(1) nsin 工 ” 
nn 
£3850] | ze dz (n 为 正 整 数 ). 
提示 令 x=yi. 
te 1 ft 1 [~ zl 2n 十 1 
解 |. ane -去 | 2r le dz 一 去 | te 3 ( 5 ) 
2n—1 2n—1)11 
_1 (2n 所 == Pe. 


2 “ 2 
了 到 和 分 的 让 在 人 ,并 用 欧 拉 积分 表示 这 些 积分 : 
dz (n>0). 


Wu， 田 知 积 分 的 存在 域 为 0 二 mn, 且 结果 为 x 
nsin— 
n 


~ no ti 一 
提示 令 "1 后 ,再 令 了 二 


oo ml +o0 ps 1 
并 1 t 1 Em 
一 "dt 二 | u 
n 0 


0 iF de™ n Jo 1+t 
一 >0, 即 0<m< mm. 此 时 ,我们 有 


此 积分 的 存在 域 为 二 >0 及 
ml my 
| 吾 去 dz 一 元 B( 全 2 ) = 元 rT'(1) ” i 
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-oo Km 1 


提示 今 ] 半 二 一 二 易 知 积分 的 存在 域 为 0 过 m 过 n, 且 结果 为 BCm,n 一 m) 


解 设 re , 即 得 


| ZX"! dz 二 1 1 1 一 站 rn-1dr 一 _ 
。 QF | t™ “(1—2) t=Bl(m,n—m), 
存在 域 为 ma>0 及 n 一 m 之 0, 即 0<m<n. 


Te 
【3853】 | at br )r (a>0,6>0,n>0). 


提示 “令吉 一 一: 易 知 积分 的 存在 域 为 0< 下 -<p, 且 结果 为 
-wp 2 十 1 十 1 
所 (入) B( 守 ,bp 一) 


jo oo yp mtl ol 
— x"~»dr=e (2 tl 
| or yd ;| ( (a) dz n ( b ) | t 


DP nm 
人 ) (221 一 zl ) 
nn v B n "Pp n ? 
存在 域 为 2 二 1>0 及 一 >0, 即 0< 字 一 2 二 <p. 
b (rT—a)” (b~— xz)” 
【3854】 | “dz. 
提示 $e 。 于 一 t， 易 知 积分 的 存在 域 为 Mm 这 一 1 及 n 放 一 1, 且 结果 为 
(b—a)™t"t!l 
CE we 
bie za_ = 
解 设 ) 一 5 "” 工 二 < 马 则 = ,其 中 :一 = 竺 。 2, 且 
_ (atoOul cor _ 4 十 < _ (ae 十 c)7 
TX b= ye ， ze rey dz Cd 
代入 即 得 


6 (rT—a)” (bo— zr)” 


m+1 1 
dz 人 二 | rm [Ca—b) + toOuld 
b mtntl 1 b ) mtntl 
— | "(2)" d= Bm ltl), 
存在 域 为 m 二 一 1 ~ n> 一 1. 
[3855】 | Es tm>0). 
V1 一 xz” 


-1a pta-lp(l,1 1 
| (2) wd 元 B( 坟 江 )， 
存在 域 为 1 一 二 >0, 即 n<0 或 xz>>1. 


解 设 zx” 一, 即 得 上 | 


bE 


[3856] 上 sin" 工 Cos" 工 dz 
0 
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提示 令 sinz 王 上 后 ,再 令 忆 一 xz 易 知 积分 的 存在 域 为 1 一 1 及 ?> 一 1, 且 结果 为 
1 (= "二 1 ) 


翅 B( 一 


2 ”2 


解 令 sinz 一 纪 再 令 刀 一 x, 即 得 


到 1 1 
上 sin"zcos'zdz— | "(2d= 寺 | wi (wz du B(T 
0 0 2 0 2 
存在 域 为 m>> 一 1 及 n 之 一 1. 


[3857] 上 tan"zr dz. 
0 


提示 令 sint=t 后 ,再 令 忆 二 uy 易 知 积分 的 存在 域 为 |n| 二 1, 且 结果 为 一 一 . 


nn 
2cos 五 


2 


解 令 sinx 二 t, 再 令 三 二 u, 即 得 
可 1 轩 1 1 交 一 
上 tan"xr dx 一 | "(lt)- qi 去 | wu (1) du lB(!,! =") 

站 0 


0 2 2 2 
(于)r (1 号 !) 


= 开工 一 
2 rT(1) 2  ，? 十 1 nn” 
sin T 2cos 
2 2 
存在 域 为 zz 1>0 及 ! 2>0, 即 la|<1. 
< Sin" x 
[L3858] [ TAGS dT (0<< 1&|<1). 
、 i:_ 门 一 上 工 并 /lt+k t pe 4 
解 设 tan 一/ iTktan 亏 , 则 有 tan 王 一 人 /一 8tan 多 ' 利 用 三 角 恒 等 式 ,可 得 
,V1—k sint _ cost—k _ 1k _ Vik 
SnZ kcost “1—kcost’ 1+khcosr— 1—gcos’ “< 1—kcost t， 
代入 即 得 


r sin” x 


o (1 二 kcoszr)” 


dz 一 (1 一 外 ,| sin™ ltdt=2" 1(1—k ;| sin"”! Ecos"™!1 tdz. 
6 6 2 2 


在 上 式 右 端 的 最 后 一 个 积分 中 ,依次 作 代 换 sin 二 www 一 y, 即 得 


nl1 


< sin x 


o (1 二 kcoszr)" 


n—2 


1 a [1 a 
dz —2"1 0k)-3| 2u" 1(1— wu )3 du=2"1(1—k)-#| yi (ydy 
0 站 


or] p22n( An 
二 2 (1 一 局) 了 B( 妇 , 记 )， 
存在 域 为 n 二 0. 
oo 
[3859] | e-" dx (n>0). 
0 


| ra ll 
解 设 z 一 + 即 得 |e "dz 二 | ed 一方 (十 )， 


0 0 


存在 域 为 工 >0, 即 x>0， 

【3860] | x"e ”dz. 

解 ” 当 n>0 时 , 作 代 换 x" 王 :, 则 得 
当 n<0 时 , 仍 作 代 换 x 二 zt, 则 得 


too 0 m+ oo 
| ze rdz— 汪 | B Hd 1 t ti-d=— 1 (2 二 1 )， 
n n nn 


0 


3 | 一 
一 一 一 
? 

8 

Dn 
日 
|+ 
0 
J 
[= 
总 

| 
器 
we 
3 
十 
性 
Te 
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将 上 式 结果 合并 , 即 得 ; 当 n 关 0 时 ， 


| wre dz 一 全 (2 ) ; 


0 n 


当 n= 二 0 时 ,积分 | werdz. 显然 发 散 . 因此 ,积分 人 > e™ dz 的 存在 域 为 也 二 >0. 
【3861]】 | (mn 二 ) az. 


提示 令 z 一 e ', 易 知 积 分 的 存在 域 为 六 >1, 且 结果 为 下 ( 十 1). 
解 设 z 一 e ', 即 得 


1 1 \? 0 -en 
| (mn 二) dz= 一 | wed | ted=r(pt), 
0 工 , 0 ， 
存在 域 为 如 > 一 1 
二 oo 
【3862】 了 | Zpe “Inrdr (a>0). 
0 


解 ”由 3841 题 的 证 明 过 程 可 知 , 积 | eerelnzdz 
关于 在 一 1 和 加 委 2 委 六 时 一 致 收 化 .因此 , 当 加 委 2 委 加 时 ， 


| 十 co 十 co 
也 | Xx?e “dzr= [ Ze “lnrdz. 
+ to 
但 是 ， | ze “dr— | sedi— Lb, 
oo 
故 | sre lnzde— | | (popEDp). 
由 一 1 过 po 过 pi 的 任意 性 , 即 知 上 式 对 一 切 2 之 一 1 均 成 立 . 
tm zt lnz 
【3863】 | Tdr (p>0). 


十 oo pl 
解 ” 由 3852 题 的 结果 知 BCps1—p)=| re (0<p<1). 


to zx lor fr” 2 Ea 1 
显然 ,所 求 积分 | 后 dz-| 也 ( 知 ) 
+ xe Ilnrz 站 zt Ilnrzr 人 ”xz tnz 
| 1 二 zx dz | 1 十 工 dz | 1 十 并 dz 
在 0 夭 加 委 2 委 回 和 1 上 一 致 收敛 .事实 上 ,此 时 
zx? llnzx Za 1|lnz| 
to 1 |Inz| | ， Po 
而 积分 | de 收敛 (因为 limz 2 TI = lim ( zz lInzx)=0), 
工 -一 十 各 


故 积分 | 三 下 PPzdz 当 加 扩 pS 久 时 一 致 收敛 , 另 -方面 , 当 加 <<p< 记 时 ,有 


0 过 2 1lnz -xt ilnx 


所定 二 二 全 二 远 x? Inx (zx 之 1)， 


而 积分 [i xz 2lnzdz 收 敏 (因为 lim, Xl) x lnz= lim zp nr=0) ， 


X= 二 oo 


故 积分 | ”五 -dz 当 p。<<p<p; 时 一 致 收 化 . 由 此 可 知 ,积分 ”五 Tazdz 当 p。 忆 pp 时 一 致 收 
敏 . 从 而 , 当 p<<p<p' 时 ,可 在 积分 号 下 求 导数 ,得 

d ft™ zx? 1lnz 

$3p'1—p) =| Sd. 


由 po ;pi ;的 任意 性 知 , 上 式 对 一 切 0 之 p 过 1 臂 成 立 , 由 于 
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ad _, vd/ Tr \_ _ xcosprx 
Bp- Te (0<p<l), 
to rx? lnr, __ nicospr 
故 最 后 得 | Td (0<p<n. 


[3864] | 五 2 dr (p>0). 
解 二 366 二 的 芭 贡 上 ,加 地 积 分 


+ 9 /x llnz ee rx? nr 
| 到 工 十 工 )dz | 1 二 zx dx. 


仿 3863 题 的 证 明 过 程 , 可 证 积分 | ” 可 dz 当 0<po<p<p1<<1 时 一 致 收 伊 ,从 而 ,积分 | 儿 一 dz 
可 在 积分 号 下 对 p 求 导数 两 次 ( 当 pe 时 ) ,得 

to rr ln Xz dz _d 元 __d /xicospxr\_ mr (lcos pr) 

| l+z dz dp? B(p,l1 PT dp (si) 恋人 sin2 px )= sin: px 
由 po ,pi 的 任意 性 知 , 此 式 对 一 切 0 二 p 过 1 缘 成 立 . 


to Th lr | 
{3865) | (CIF) Inz dz 


解 易 知 , 当 0<p<1,0<g<1 时 ,积分 |” 于 二 = 这 二 dz 收敛 .事实 上 , 设 p<q, 则 由 


lime | dlim|dFSm|=0 
me i = im, i ” 
即 知 .考虑 积分 |” 床 [ 村] | 下 zz 一 Be 六” 一 吉宗 
易 知 积分 ”党 dz 当 0<< 回 祥 p< 户 <1 时 一 致 收敛 (事实 上 ,这 时 
i < 区 一 (0<z<1)， 0o< 拓 -< 芋 一 (1<xz< 十 co) 


而 积分 | 特 - ott) , 故 当 0 二 po 万 p 志 pi 二 1 时 ,可 在 积分 号 下 对 思 求 导数 ,得 


[(p)= 


(1) 


sp 
Xr 1 一 


其 中 区 加 ) 一 | 有 dr (g 固定 ,0<g<<1)， 
由 po ,Pi 的 任意 性 知 ,(1) 式 对 一 切 0 过 p<<1 均 成 立 . 两 端 积分 ,得 


I(p)= 


其 中 C 是 某 常数 . 在 上 式 中 令 p= 二 g, 并 注意 到 1(g) 二 0, 即 得 0==1(q) 二 ln 


en 至 | + c, 故 C= 


一 jn 


en 至 |. 


Fo0 2 一 1 一 ze 一 tan 2 ]) 
由 此 可 知 | CT Ia -dz 一 (加 ) 一 ln < | (0<p<1,0<g< 


0 
tan -> 


2 


x*) 利用 3852 题 的 结果 . 
[3866] | 区 三 和 dz CO<p<<1)， 


提示 “所 给 积分 可 看 作 求 下 列 极限 : lim[B(g,e) 一 B(1 一 pe)]， 
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本 ， ZI 一 (一 1)z 十 pr 
解 首先 ， 由 于 lim, 1—z .Im。 一 工 


一 1 一 2 访 ， 


故 x 二 1 不 是 瑕 点 . 令 加 一 max{zp,1 一 训 ) ; 则 0 过 po 过 1. 取 po 过 ps 二 1. 由 于 


1i Py xX? 1 一 Z | 1 po ph 一 一 0 
Po 一 六 ho 1—x ， 
1 zt! 一 并 
故 积分 | 于 二 dx 绝对 收 化 (0<p<1). 
1 XxX? li—zx? 
考察 积分 ( 含 参 变量 es,0<e<1) Le 一 | dz. 
o (1l—zx) 
pp 一 1 Pp pl -pp 
由 于 < 记过 | (0<<z<<1)， 
p 加 
而 上 面 已 证 积分 | 1 二 一生 dz 收 贫 , 故 积分 | 一 一 于 dz 当 0<e<1 时 一 致 收敛 . 由 此 可 知 ,I(e) 是 
0<e<1 上 的 连续 函数 . 但 是 ,显然 当 0<s<<l 时 ,有 
一 1 
| Te BCp,e) —B(1—p,e). 


1 rx? 1x? 。 . 
| dz—1(0) = lim I(e) = lim[B(p,e) —B(1—p,e)]. 
9 宛 e+0 gE 二 0 


根据 函数 与 B 函数 的 关系 以 及 I(x) 和 (x) 在 x>>0 时 的 连续 性 ,得 
lm[B(p,e) BOUTp ,E)] 
jim OLR TAT pt THT(p+e)] 
et T(p+e) Tl— pe) 


i 1 . 
lm rpToro prioOrco ed rl LITOPTO— pte —T(— pT(p+e)] 


1 一 一 一 一 一 
-FT nra tis efTOPTC— pe) —T(— pTCp+e)] 
一 sinrp lim TDTOU—pte Tl pr pte) 
Ee 二 0 Sinne 
TOPT (1— ptie)—T(— pT (pte) 


TCOSNAE 


=sinxp lim 
et0 


sinxnp [ToT mp mT pT (p)]. 
元 


但 是 ,显然 
/vv 一 四 四 7 __d dd Tt _ Ncosprn ~ 
PODT OAT-TAITPT PT DT 玉生 ， 
1 Xx? i—x? 
故 最 后 得 | dcotpr (0<p<=1), 
0 
[3867] 站 shazdz (0<a<p). 
o shpr 
+ shazr ， _ [+™ 是 一 ee 加 LE ee -了 -| 1 一:- 却 
解 | shaz | 一 ed 一 28 e 天 dke “? 28 J1 1—t d 
一 | ot CE 一 mx” 一 开 tan 2 . 
2BJs 一; 26 21 28'n 28 


x) 利用 3866 题 的 结果 . 
[3868] | InF' Cx) dz. 
提示 令 1 一 + 二 + 后 ,可 得 
| InTCz)dzr 一 方 | ln[FCz)FCI 一 z)]dz， 


3 
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并 利用 2353 题 (1) 的 结果 . 
解 设 1 一 z==t, 则 有 | InTCx)dx= | InT'(1—#) d= | Inr(1— x) dz. 
相 加 即 得 


1 1 了 
?| lnpPCz)dz 一 | ln[LTCz)RCL 一 zx)]dz 一 | ln 一 工 _dzx 一 lnr 一 | lnsinrxzdz 
0 0 0 S1 TX 0 


nx. 


一 lnr 一 工 [ Insintdt=Inx— [下 lnsintdt 十 | 
To nT LJo 


工 
2 


Insintdt | 一 lnr 一 过 上 lnsintdt 
no 
1 2/_x 机 
一 lnr 二 人 至 ln2 ) 一 ]n2r. 
1 
于 是 ， | Inr(z)dz 一 于 In2x 一 In V 玩 . 
0 


x*) 利用 2353 题 (1) 的 结果 . 
r3869] 乒 InFPCz)dz (a>0). 


解 设 F(a) = 六 InT'(x) dx— | InT Cx)dxr— [ InT (x) dz, 
C3 0 CO 
则 有 Fa 一 Inha 十 1) 一 InF(ay) 一 InPCe 十 切 一 Ina 
Tl(a) 
两 端 积分 ,得 Fla)=a(llna—1)+C, 


其 中 C 为 某 常数 ,让 a 十 0, 得 C=In V2" .于 是 ， 


1 lnoPCz)dz 一 af(lna 一 1) 十 ln w2r. 
0 
x) 利用 3868 题 的 结果 . 
1 
[3870] | InTCz)sinxzdz. 
0 


解 设 z=1 一 t, 则 有 | lnFRCz)sinrzdz 一 | lInT'(1—t)sinxtdt= | InFP(1 一 z)sinrxzdz， 
o 0 0 
相 加 即 得 


1 
2 | lInT'(x)sinxzxdz= | ln[TPCz)TGI 一 z)sinrzdz] 一 | (In 
D 0 [9 


= ) sinxzdx 
Sin 


1 1 
一 lnr | sinrzdz 一 | sinxxlnsinxzxdzx. 
0 D 


1 


由 于 | sinrxzdz 一 一 二 cosrz 


2 
一 二 及 
0 式 
1 


sinrZzlnsinrZzdz 一 二 站 sintlnsintdt 一 三 | sin 辫 cos 壮 [1n2 十 lnsin 方 十 于 ( 1 一 sin2 三 ) a 


o 


4 1 _4 1 1 1 1 1 

= 二 | | In2 十 Inu 十 2 ln(1 2 |au 元 | 3 uln2 + 3 uw (Inu 去) ， [ ln(1 wd —w) | 
4Tlm2_ i:1f 一 2 1 二 工 '_2 2 

二 二 [ 广 jn2 一 天 十 玫 | imeat | 交 In2 一 元 十 元 (tmt 一 人 | ln 


故 最 后 得 


1 1 2 1 7 2 2 1 x 
| lInT'(x)sinxzxdzx 2 元 lnr 2 (二 ln2 二 )= 元 (1I+Dm 和 至 小 


【3871]】 | lInT'(x)cos2nxzxzdx (ln 为 正 整 数 ). 
解 设 z=1 一 t, 则 有 


1 1 1 
| lInT'(x)cos2nnrzrdz= | InT'(1—#) cos2nxtdt= | lnT'(1— zx)cos2nnzxdx. 
人 0 0 
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等 式 两 端 同 加 上 InrCz)cos2nxzdxz, 得 


1 1 1 
?| lnT'(x)cos2nnxzdz= | In[T CX) T(zx) jcos2nnxrdzr= | (lnx— lnsinxzx)cos2nnrdzx 
0 0 D 


1 x 
一 一 | cos2nxzlnsinxrdx= 一 过 | cos2ntlnsintdt 
0 0 
1 . .| 1 f* sin2ntcost, _ 1 [(* sin2ntcost 
一 一 太一 sin27zztlnsint 二 一 - 
2nn 27r sint 2nn Jo sint 
lrr sin(2n+ Dz sin(2n— Yar |= 1 J» 1 
4nx [| Sint det 六 sint dt Naat) 2n° 
于 是 ， 上 InFPCzycos2nrzdz 一 工 . 
0 4n 
x*) 利用 2291 题 的 结果 . 
证 明 等 式 : 
zdzx 工 
r3872 | 一 兰 一 |. 一 工 . 
V1l—zx V1l—x’ 4 


证 明 思路 首先 ,将 积分 | (1 一 4")o 1dx (p>0,9>0,m 之 0) 表 成 工 函 数 ( 令 x" 二 1) 


2 
1 Pl T® 


m 


2 
(六 十 9) 

其 次 ,利用 上 述 结 果 , 即 可 证 明 等 式 . 

证 首先 ,我 们 将 积分 | 2 ) de (p30,g>0,m>0) 
表 成 函数 . 作 代 换 zx" =, 即 得 


2 
er 
利用 此 结果 , 即 可 证 得 
r .| - ，r( 寺 )r( 去 )r( 立 )r( 去 ) 1 r( 款 )r( 卫 )[r( 支 )] 
7 


[3873} 全 -ad | ze dz 一 -区 
ee Wy Te 一 一 一 
0 0 8V2 


证 明 思路 。 首 先 ,将 积分 |”z"e “dz (m>>0,n>0) 表 成 工 函 数 ( 令 一 站 二 T( 下 = 一). 其次 ,利用 


> + 


上 述 结果 , 即 可 证 明 等 式 . 
证 首先 ,我 们 将 积分 


十 oo 
| rx"e dr (m>0,n>0) 


0 


表 成 了 函数 . 作 代 换 zx 二 1, 即 得 


利用 此 结果 , 即 可 证 得 
[i ez | zie-" dz 一 (于 ) 。 (了 ) = 二 < 一 一 一 一 


0 
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nl 


十 oo 有 1 n 十 工 
[3874] | Xx" !e dz= (二 ) ? (C2) . 


证 利用 3873 题 证 明 过 程 的 一 个 结果 , 即 得 


到 一 m=1 四 一 】 
nl nl 
令 E= rs)= Hr 到) , 则 
mt 一 1 nl nl 
m n—m\Y TR 
F= [Ir(e)r(S*)= 工 = 二 天 一. 
mm 一 1 ”1 Sin -一 sin 2 
m=1 n 
nr La 
由 于 < 一 ol (z cos Sx i sin2max ) ， 
其 中 = 一 1. 让 1, 取 极 限 即 得 
ml ml 
n I1I 1 cos 2mm i sin<2 =2"! [|] sin 2 , 
m=1 m=1 
| 
mn__ n 
故 有 J] sin 到 
, 路 二 oo yn 1 好 1 nl 2n 1 去 _ 1 n+ 二 nl 
从 而 得 IT ze dz 一 (三 ) E= 广 "re () 一 (元 ) Qn. 
十 ce 
【3875】 lim| e-* dz 一 1. 
mooy 0 
提示 令 x 二 1, 并 利用 式 T(z 十 1) 二 XxT(x) 及 3841 题 的 结果 . 
解 | ~ e ”dz 一 | Lt-ierd— Lr(L). 
0 0 n n n 
由 3841 题 知 ,T(x) 当 x 之 0 时 是 连续 函数 , 故 得 
十 ee n 
lim[™ oe” qr—lmir(LT)=lmr(T+1)=rD=1. 
neo 0 no A n no \n 
利用 等 式 志 一下 | edt (z>0), 求 积分 : 
x” rT(m) o » » 
【3876】 | say (0<m<=1). 
o 
解 ” 我 们 有 
+ cosaz __l1 全 六 m1 #4 1 站 全 一 过 4») 
| 了 dz Fm J cosaxdz ,fe dz Femy J dt 8 cosaxdz 
_ 1 re 1 F 1 ， -全 站 ， 
TCm) | ‘ Ze TCm) Jo (atanw)™” Froecne se udu TOm) je “du 
m—1 x ) 
= 一 一 一 (a>0). 
2T(m)eos 


x ) 交换 积分 顺序 的 合理 性 证 明 如 下 ; 令 
f(xyt)=cosar* tle * (0<m<1,a>0). 
对 任何 A 之 0, 我 们 有 


[ dz [fxs0) | de 上 dz | re d=TOm) | ooo, 
0 0 0 o or 
A on 
故 对 于 | dz| f(zsD) di 可 交换 积分 顺序 ,得 
A 二 oo +o0 A 
| dz| FezDd= | dx| FrzyDdrz (1) 
0 0 o 0 
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e 4(asinaA 一 tcosaA) 十 
a a? 十 


但 是 


十 co A 十 ee A oo 
| "dt| “cosardz— | a ; |dt, (2) 
0 4] 0 


而 
inaA— 
en oseA Eg <M (0<=t<=++o0)， 
其 中 M 是 某 常数 , 故 
Ho 一 Ar oo oo 
mle “(asinagA—tcosaA) | 加 四 人 六 = 关上 ml _ MT(m) 
| t az 二 ft di<M 0 ed Am Jo > “4 A” 
. + Le *(asinagA— tcosaA) 
tim | 21”! 2 SC 人 -dt 一 0. 


由 此 可 知 

A—+co 0 
再 注意 到 积分 | 1" 1 车 di 收 伍 ,在 (2) 式 两 喘 令 A 一 十 oo 取 极限 ,得 
. Ho0 A _ to | 
lim | df flzst) dz | "dt 

Ho0 oo too +eo oo 
m1 m—1 一 过 二 

但 是 ， | t 二 一 dt 一 [ £ |. e ”cosaxdz | ge| f(x,t)dz. 
于 是 ,在 (1) 式 两 端 令 A_> 十 co 取 极 限 (由 于 右 端 极 限 存在 , 故 左 端 极限 也 存在 ) ,得 

[a 全 f(x) d= | df | 

, 并 ， Xx， , , flz,t) dz. 


xx ) 利用 3857 题 的 结果 . 
《3877】 全 Sezdz (0<m<2), 
0 


解 ” 我 们 有 
Sinaz __l1 1, Ta ml | 一 二 si; «) 
| Zz" dr omy | sinazxdx | ti™ 'e *dt Fem J dz ， sinaxdz 

一 | -1 Qa am 1 人 ml na”! 加 ra"! 

一 二 一 一 一 一 一 7 二 一 tan” ‘wdu (a>0). 

2 2 一 
Tim),o a tt TCm) 2l'(m)cos 3 La 2T (Cm) sin ”2 
x) 交换 积分 顺序 的 合理 性 可 仿 3876 题 证 明之 ,只 要 注意 到 |sinaez| 委 az (a 沁 0,Xx 记 0). 于 是 , 当 
0< mm<2 时 ,对 任何 A 盖 0, 有 
十 co 
< 二 oo. 


A He A 
| dz| | sincz。 如 le | di | dz| azrtm le *dt=aTl'(m) [二 
0 0 


【3878】 证 明 欧 拉 公 式 : 


(| | € “oucos(Atsing) dt 一 VD cosarz; 

十 oo 
Ci )| le tomsinAtsing) dt— sinar (>0,z>0, 一 于 <a< 吾 ). 

o 
证 由 于 当 0 过 << 十 oo 时 ， 

| £17 1 @ Hcom cos(Atsina) [EF e 对 coaa 
而 ( 作 代 换 Mtcosa 一 z) 
te 1 1 PCz)》 
1 一 Meosx 一 1 xz-1 vv TT) 
上. Fe dt (Acosa)” | ed (Acosa)” Ts， 


oo 十 oo 
故 积分 | iie-aeucosCltsinay dt 收 伍 . 同 理 可 证 积分 | fle howmsin(Asina)di 也 收敛 . 令 ( 固 定 4>0， 
0 


Xx>0) 
+ . x x 
ro= | 大 le Yucos(Atsing) dt (<a) 
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to ， . x x 
Ti(a)= | 大 -ie Ym sin(Atsina) dt (TF <a ). 
站 


我 们 有 
9 


故 当 一 了 邓 eSa 一 上 时, 便 有 
[ce xzeom [sinacos(Atsina) 一 cosasin(Mtsinae)]|< 妇 2ze co ， 
cs Lz 1) 
而 | Fe dosing) +t 
故 积分 


1 9 1 @ Yo 
En sa Cos(Atsina) ] dt 


0 


在 一 子 十 ea 全 一 e 上 一 致 收 全 .于 是 ,可 在 积分 号 下 求 导数 ,得 ( 当 一 疤 十 ea 所 序 一 


十 oo 
六 Ca) 一 | EN € Yo cos(Atsina) Jdt 
o ga 
Heo 
一 [ At*e Yo | sinacos(Atsina) — cosasin(Atsina) ]dt 


= eeed[sin(hisino] 十 | 大 sin(Atsina)dLe *™™ ] 


十 oo 十 oo 


加 . 
=fe xc sin(Atsina) 一 | sinCAtsinag)d[ te *"™ | 二 re **™ sin(Atsina) 
0 


0 0 


十 oo 
一 [ esemd[ psinCAtsina)] 


元 [ze zeow cos(Mtsina)] 一 人 大 e we [sinacos(Atsina) — cosasin(Atsina) ]， 
a 


es 时 ) 


下 i! eewsinGisine) dst+ Atre ev cosasinCtsina) dt— | 3 Zi le Yousin(Atsina) dt 
0 


一 re 2eowm sinacos(Atsina) di 
0 


oo +o0 
= -2z| 大 1e Yo sin(Atsina) di— | Are “oo*[ sinacos(Atsina) — cosasin(Atsina) dz | 
0 0 


=—2zxl (a)— 1 (a) » 
故 ( 当 一 也 十 ea 子 一 e 时 》 
I'(a)=—zxh (0). 


由 e>0 的 任意 性 知 ,(1) 式 对 一 切 一 款 <ao<< 六 皆 成 立 . 同 理 可 证 
Ti(a)=zxI(a) (一 到 <a< -7 )， 


由 (1) 式 与 (2) 式 ,得 F(a)t+x:I(a)=0 (一 到 <a<- 2) 
解 此 微分 方程 ,得 
T(a) 一 Cicosaz 十 Casinax (一 到 <a< -2 )， 
其 中 Ci ,Cs 是 两 个 常数 . 在 (3) 式 中 令 a 二 0, 得 
一 一 一 1e 一 2 一 工 (z) 

Ci 一 To) [ re d=HD. 

又 在 (1) 式 中 令 a=0, 得 | 
T'(0)=—zL (0). 

但 是 ,根据 (3) 式 


(1) 


(2) 


(3) 


(4) 
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1’ (0)=7 (a) _o™— (Cixsinart Czxcosar) Cr, 
又 显然 知 (0)= 二 0; 故 由 (4) 式 得 Cz 一 0. 于 是 ,最 后 得 


_T(Cx) . _n 工 
To 一 一 cosari (一 到 <a< 健 )， 


l(a) TI)= Sinazr (一 <a 六 
证 毕 
【3879】 求 曲 线 普 一 a"cosnzp (a 之 0,n 为 正 整 数 ) 的 弧 长 . 
> 、 翅 dr 
示 注意 所 了 为 $s 二 2n 下 十 (一 ) dw, 并 和 3856 结果 . 
提示 “注意 所 求 的 弧 长 为 5 一 2n [A/ (和 下) dp, 并 利用 3856 题 的 结果 
解 ” 所 求 的 弧 长 为 


2 E/E) dp=2n0 | cot npdg=2a [* cost- tdr=aB(2 ,iL) 
:=—2n | "+( 攻 ) dp 2na | cosw :7apdp 一 2a ,Cos tdt aB( 斑 ,元 ) 。 


< ) 利用 3856 题 的 结果 . 


【3880】 求 由 曲线 |1zl" 十 |y| "一 oa (2>>0,a>0) 所 围 的 面积 . 
解 ”所 求 的 面积 为 


a 2 r1 2 
A =4| Ca" — zt dr=4 | DdsB(LT,L+1)= 
0 了 2 0 n n n 


3 5. 傅 里 叶 积 分 公式 


1” 用 傅 里 叶 积 分 表示 函 数 车 1) 函数 Fz) 在 一 co<z< 十 cc 内 有 定义 ; 2) 在 每 一 个 有 限 区 间 内 此 函 
数 和 它 的 导数 /(z) 皆 是 分 段 连续 ; 3)J/(z) 在 区 间 ( 一 ,十 ce) 内 绝对 可 积 , 则 在 函数 连续 的 一 切 点 ,可 把 
函数 表示 成 全 里 叶 积 分 的 形式 : 


f(x)= 六 [aCA) cosAzrtb A) siniz dA, (1) 
0 
1 fr 1 、. 
式 中 aW = 二 | ”cowsds 及 b= 二 | fCé) sinAédé. 


在 函数 f(x) 不 连续 的 各 点 ,公式 (1) 的 左 端 应 改 为 刻 [/(z 二 0) 十 f(z 一 0)]. 
对 于 侦 函数 /(z) ,公式 (1) 给 出 : 


f(x)= | a(A)cosAxda. (2) 
其 中 a0D) 一 二 | Cecoshsde. 
并 且 对 不 连续 的 点 也 有 同样 的 说 明 . 
类 似 地 ,对 于 奇 函 数 f(x) 可 得 : 
f(z) = | bX) sinAxzdh， (3) 
其 中 5 一 全 全 fle) sinAtdé. 


2” 在 区 间 (0, 十 co) 内 用 傅 里 叶 积 分 表示 函数 若 1) 函 数 f(z) 在 区 间 (0, 十 吕 ) 内 有 定义 ,2) 此 函数 及 


260 


其 导数 f(z) 在 每 一 个 有 限 区 间 (a,8)C(0, 十 co) 内 丝 是 分 段 连续 ,3) F(z) 在 区 间 (0, 十 ceo) 内 绝对 可 积 , 则 
在 该 区 间 内 可 按 我 们 的 愿望 用 公式 (2)( 偶 式 延 拓 ) 或 用 公式 (3)( 村 式 延 托 ) 来 表示 出 函数 f(x). 


用 传 里 叶 积 分 表示 下 列 函 数 : 
1， 9 
[3881] f(x)= lzl<1 
0， [zl 二 1， 
提示 易 知 函数 f(xX) 满 足 侍 里 叶 积 分 形式 成 立 的 条 件 , 且 当 |xz| 关 1 时 ,有 
f(D=2 | SR coshzdhi 
而 当 |x| 二 1 时 ,有 之 三 |” 守 Sin COsada = 方 


(此 结果 由 3812 题 的 结果 也 容易 获得 ). 

解 ” 由 于 函数 f(x) 在 |x| 关 1 上 有 定义 , 且 f(x) 和 f'(x) 在 任何 有 限 区 间 上 魏 分 段 连续 ,特别 是 f(z) 
在 (一 ce ,十 ce) 内 绝对 可 积 , 故 可 将 f(z) 表 成 仁 里 叶 积 分 的 形式 (以 下 各 题 如 不 加 说 明 , 均 满足 依 里 叶 积 分 
展 式 成 立 的 条 件 ). 又 由 于 zx) 为 偶 函 数 , 故 5(1) 一 0, 且 


十 co 2 1 
ah) = 二 | ecostde= 二 | cosXédé— 
于 是 , 当 |z| 关 1 时 (|z| 关 1 为 f(x) 的 连续 点 ), 有 
CD = 二 [| Seoshzdhi 


Sa. 


而 当 |x| 二 1 时 为 不 连续 点 ,由 于 
f+O+fO-0)_ 1 8 一 I+O 二 AI-0 1 
2 2 ， 2 2 ， 


2 f+” sinA 1 
2 | 2 cosAdA 元 


x*) 此 结果 由 3812 题 的 结果 也 容易 获得 . 事实 上 ， 


2 sinA 1 ff” Sn 1 1 
三 | 人 cosAdA 一 元 | 到 一 元 2: 
sgnz， |zx|<=1,， 

[3882] Fo 一 | 

0， Ix|>1. 
解 ” 由 于 f(z) 为 奇 函 数 , 故 a(4) 二 0, 且 

1 — 
5() 一 二 | f(simede— | simede— ee. 


于 是 , 当 0<|z| 关 1 时 为 连续 点 ,有 f(z) 一 生 | ena, 


当 z==0 时 , 昌 为 不 连续 点 ,但 由 于 人 0 二 中 于 A0 一 0)》 0，J(0) 一 0, 且 右 端 积分 显然 为 零 , 故 上 式 仍 成 立 . 


而 当 |z| = 一 1 时 为 不 连续 点 ,由 于 
大 (一 1 十 0) 十 帮 一 1 一 0) 1 fll+0)+f0—0)_ 1 
2 2° 2 2 
2 ft~ 1—cosA 
故 有 |， 和 


nT 


x) 此 结果 由 3812 题 的 结果 也 容易 获得 .事实 上 ， 


2 + 1 一 cosA to Sin 1 fsin2 2 T_T_l 
Zsgnz | | 一 simdA—Zsgnz (| 人 去 | 3 ) 一 二 sgnz (至 )= 2 SENT, 


sinMsgnZzdA 一 于 sgnz *) 


2 


【3883】〗 f(x)=sgn(x—a)—sgn(z—b) (b>a). 
2(CsinbpA— sinaA) 


Lr 1 
解 上 0 一 二 | ”Fecosede 一 工 | 2coskde 一 2sinA 
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2(cosaA— cosbA) 


50 一 二 | fie sinaede— 上 2sinltde 一 
XR J NX Je 8 TA 


He cs _ 一 
于 是 ， f(z)= | [a(CA)cosAz 十 5C)sinaz]du 一 | sinACz— a) 1 sinACx Di, 


当 z 一 a 或 5 时 ,f(z) 一 1 而 攻 广 信人 一 1 及 人 全 中 人 下 一 1, 帮 上 式 对 于 不 连续 点 a 和。 
也 成 立 . 


【3884】 An 1z| 委 a， 


0， |z|>a. 
解 ” 由 于 f(z) 为 偶 函 数 , 故 


ow fcosede 一 要 | (1 ) cosxede— 4 esa) 
天 0 T 0 


a TGQA2 
于 是 ， HzD= 中 | 一 -一 cowzdh (一 co<z< 十 co)， 
f(z) 处 处 连续 , 故 不 再 讨论 点 zx 一 十 wa, 以 下 各 题 类 似 , 不 再 一 一 加 以 说 明 . 
1 
[3885] f(r)— te (a>0). 
解 ” 由 于 f(z) 为 连续 的 偶 函 数 , 旦 绝对 可 积 ， 
+™ dd 1 to 
| 5 这 -二 arctan 三 _ 二 到 << 十 co， 
故 
2 >” 2 ft® cosA€ | 2 站” cosAaz 2 ,Ta ol -al 
2- 之 | f(Eé) cosAédé 2 | 鳌 十 名 性 三 | Te dz pr 4 ze 4 
于 是 ， 


oo too 
fcz)= 士 | e “cosAzdA 或 zs- 二 | e cosArdA (〔( 一 co<z< 十 co). 
a Jo Ql 十 z a yo 
x*) 利用 3825 题 的 结果 . 


[L3886] f(zx)= (a>0)., 


Zz 
CQ2 十 并 

解 题 思路 ”注意 F(z) 为 连续 的 奇 函 数 , 利 用 3826 题 的 结果 ，, 易 得 DC) 一 e el .但 是 ,由 于 f(x) 不 绝对 
可 积 , 故 我 们 不 能 根据 情 里 叶 积 分 的 理论 来 断定 展 式 

一 | easinAxdh 〔 一 co<xz< 十 co) 

成 立 , 而 利用 1829 题 的 结果 ,我 们 可 以 直接 验证 上 述 展 式 是 成 立 的 . 

解 ” f(z) 是 连续 的 奇 函 数 , 故 

80 一 二 | 人 Pi qe | ZinaAzdz 一 全 。 亚 e-oil 一 eol， 
T 0 T 


a? 十 并 0 1 十 2 工 
但 我 们 不 能 根据 傅 里 叶 积 分 的 理论 来 断定 展 式 
二 一 | easinhzdl (一 co<xz< 十 co) (1) 


成 立 , 这 是 因为 函数 jz 一 二 二 天 不 是 绝对 可 积 的 ， 


+ 
十 ee I 十 oo 工 一 2 2 一 v0 
六 cae dz=2|. Fd in(a’ + xz) , 十 
但 是 ,我 们 可 以 直接 验证 展 式 (1) 是 成 立 的 .事实 上 ,我们 有 


4 一 十 co 


e (—asinAx— zcosAx) 
A=0 Q2 十 并 


本 (一 co<z< 民 十 co). 


oo 
| e 2 sinAzdA= 
0 


故 展 式 (1) 成 立 . 
x) 利用 .3826 题 的 结果 ， 
sinz， |z| 委 r， 


【3887】 w=| 
A 0, |z|>x. 


解 ” 由 于 f(x) 为 连续 的 奇 函 数 , 故 
5b) 二 一 | f() sinXdé# 一 二 | sinésinAédé= >. 


于 是 ， f(D- Ne simzdh 〈( 一 co<z<< 十 co)， 


cosz， |z| 和 到， 
【3888】 f(x)= 
0， |z|>> 子 . 
解 由 于 f(z) 为 连续 的 偶 函数 , 故 
,es 人 2cos 笠 
a00) 一 元 | fcosAéd€= | cosécosAédé— nl A) 


s 符 
于 是 ， /5-2 于 二 cowzd) (一 ceo<z<< 十 co). 
. 2xn 
Asinwt， |t| 志 一 -， 
【3889】〗 f(2)= 2 (n 为 正 整 数 ). 
0， > 于 
[9 
解 ” 由 于 f(?) 为 连续 的 奇 函 数 , 故 
.2xnA 
mm 2Awsin 一 一 
2 六 . _2A ca . w 
682) 一 二 [ Fesintde 一 和 [ sinutsimtde 一 一 CE 一 -的 
. 2xnA 
2Aw Sin [oo . 四 
于 是 ， f(D)= 2sinAtdA (一 co<t< 十 co). 
工 人 —w 
[3890] fCx)=e"" (a>0). 
解 由 于 F(z) 为 连续 的 偶 函 数 , 且 绝对 可 积 ， 
六 ezldz<< 十 co， 
一 2 六” 一 2 站” -< 一 2u 
故 ca 一 [ ecbahtde= 二 [ “cosXéd#— C707: 
2a fr cosA 
于 是 ， f(z=e""= 坚 | Sd (一 co<z< 十 co). 


[3891 f(x)=e "lcospr (a>0)., 
解 ” 由 于 f(x) 为 连续 的 偶 函 数 , 且 绝对 可 积 ; 
三 ell |cosBx | dz 委 三 @ “ll dz 二 十 oo， 


故 a(A)= 二 | f(é)cosAédé= 二 2 全 e <cosBécosAédé 


一 一 一 嘴 ~ aa + 一 
二 [cosQA++B E+ cos(A—P Ele “de 一 Ele To to | 


o TD T+ Gr 


于 是 ， eli cosBr 二 一 
【3892】 f(z) =e "i singrx (a>0). 


2 | | 1 7 |eomzdh (一 co<xzc 民 十 co). 
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解 ”由 于 F(z) 为 连续 的 奇 函 数 , 且 绝对 可 积 : 
六 el | sin8z|dz< 三 eelzldz<< 十 ce， 
故 50 一 全 | 人 Fe)simede 一 二 | 站 e «singésinAédé 


= 二 [cos(A 一 BE 一 cos(A 十 D) 引 e < de 一 


1 a 十 a 
LS CE | 
4Ma8 

zx 一 B ?二 a [G+ +a 


-azl i pdapB 站” AsinAx wo 
于 是 ， e“” sinpr 2| [OB Ta OAT Te (Teto). 


[3893] f(x)=e-*. 
提示 注意 f(z) 为 连续 的 偶 函 数 ,利用 3809 题 的 结果 , 易 得 


2 1 f+» 2 
e ”二 一 e TeosArdA 〔〈 一 cco<7z< 十 co). 
Mr do 


解 ” 由 于 f(x) 为 连续 的 偶 函 数 , 且 绝 对 可 积 : 
三。 dz 一 Vr < 十 co， 


2 *) 1 和 


故 <D= 过 | fcomede— 2 | ee cosAtdt— .lVie 4 = Le- 和 4. 
TX Jo x 2 


于 是 ， ex =- 关 j 。 ce cosArdA (一 co<<z<< 十 co). 


x) 利用 3809 题 的 结果 . 
【3894】 f(x)=ze-” 
解 ” 由 于 f(z) 为 连续 的 奇 函 数 , 且 绝 对 可 积 : 


too 2 + 2 
| | ze laz=2 | Ze xz dz<< 十 ceo， 
ow o 


故 
5 全 | 一 Fesimede= 二 | 一 ee- ”simede= 二 | sinMtd( 一 e- ?) 
十 oo 
一 一 工 ee se| + 二 和 2 e 一 “cowede= 公 | ee cosAédé= 2 + Vre-* | 
TT 0 开 
A 
-2 
于 是 ze 一 [站 he 和 sinuzdl (co<z<+eo) 
» 2 , 。 
<) 利用 3809 题 的 结果 . 
【3895】 用 传 里 叶 积分 来 表示 函数 
xz) 一 er (0<z<< 十 co)， 
(1) 用 偶 式 延 拓 ; (2) 用 奇 式 延 拓 . 
解 “首先 ,我 们 注意 到 函数 e 一 在 [0, 十 co] 内 连续 且 绝 对 可 积 , | ”edz 一 1< 十 co， 故 对 于 
(1) 若 用 偶 式 延 拓 , 则 有 
aD= 二 | ecostde= 二 e-tcosAtd8=—— 2 
0 (1 十 12) 
于 是 ， e-= 一 全 三 全 和 (0<z< 十 co). 
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由 于 按 偶 式 延 拓 的 函数 在 点 + 二 0 连续 , 故 上 式 当 x 二 0 时 也 成 立 , 即 上 式 成 立 的 范围 是 0 所 zx<< 十 o0， 
《2) 若 用 奇 式 延 拓 , 则 有 


2 人 、 _2 ~ e_， 一 2 
5) 2 | fi) sinAédé | e esinh6de 一 二 


oo es 
于 是 ， er 一 二 | ”4smzd (Ozr<+o). 


但 当 z=0 时 上 式 不 成 立 ,事实 上 , 左 端的 值 为 1, 而 右 端的 值 为 零 . 
对 于 下 列 函 数 败 2) , 求 傅 里 叶 变 欣 


十 co 
下 上 (Z) 一 | flt)e dt 一 


1 
lim fe “dz: 
/2 元 二 oo 
[3896] AF(Cz) 一 ez (a>0). 
十 ce 十 om 十 oo 
解 FCz) 一 一 e "le id 一 一 -一 e “(costr—i sintzr)dzt 一 1 | e "costrdt 


VIr -~ V2r .一 V2r 


一 [二 | /2 ae 
“costrdt= x 二 十 十 ， 


【38973 人 (a>0). 


1 fm | 1 fm ， 2 fr . 
解 F(x) 一 一 一 | te "le wdt=——— | te “l(costr—i sintx)dt= ~ 元 :| te “sintzdt. 
os 0 


V2x 。 一 V2 
由 于 
ee _,. 1 - . ”> 1 fm” J - 
一 te “sintzxdi=——e “tsintx 十 一 e “(sintzxt+trcostr) di 
0 a 0 Qa Jo 


+ 


1 ft” _-。， Tf” ，_。 工 -we xf” . 
二 一 e “sintzrdt 十 一 te “costzrdt 一 — re “tcostz 十 二 e “(costr—itrsintr)di 
a 0 Qa 0 [#4 a 0 


7 
ala’: 十 x!) 


0 


2 


二 ce - 2 『+oo 
x 并 _ 工 _ zt Xo zr 
-z+ 地 | e “costzdt 一 瑟 | te “Sintzdt 一 十 1 
ala: 二 x) ae 0 o2 0 ao 十 z) a2 (as 十 z2 ) a: ， 


NI 2 ?az 
故 有 Wa 或 了 (az 十 xz2 )2 


于 是 ， F(x) iV 冯 ry 


[3898] f(x)=e. 


1 十 ee 12 1 十 ee 2 , , 2 十 ee 12 
解 F(zx) 二 一 一 e ze ed 一 | e z(costr—i Sintz)dt 一 人 /一 | e zcostxdt 
2r .一 V 2x 4-™ n 0 


/2 1 -了 
一 元 2 2re 5 一 e 3 
x*) 利用 3809 题 的 结果 . 
2 
E3899} fT Te cor 
] ff» ， ， 
解 Fo 应 乒 e 和 cosaz 。 ed 一 | e Fcosat®* (costr—isintz)dt 
2 二 oo 2 1 oe 2 
一 A/ 一 e 7 cosatcostrdt™ = e z[cos(at zx)t+cos(a— zx) tjdt 
nT Jo 
1 十 co 2 
-天 -[| e- 号 cos(e 十 ztdi 十 人 
2r .0 
2 一 了 2 #) 2 + —ar ot ol x 
-_l1 | 却 V 玩 es“ 党 十 工 Zre | ei.e 十 e 一 ohor. 
7 2 5 


x ) 利用 3809 题 的 结果 . 
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[3900】 求 函数 p(z) 及 wz) , 设 : 

GD | wopeosrydty= 让 二 Df wo)sinzydty=e Cz>o0)， 

解 (1) 令 f(z) 一 了 于吉, 则 f(x) 在 [0, 十 oo) 上 连续 且 绝对 可 积 , 故 按 偶 函 数 延 拓 ,有 展 式 
f(z)= [六 p(y)coszydy (zx>0), 


二 oo 


其 中 w= 三 | fA)cosAydA= 2 | 
9 TX Jo zx Jo 


由 此 可 知 ,函数 p(y) 一 e 7 (y0) 即 满足 


十 oo 
z=| ply)cosrydy (zx 之 0),， 


显然 x 二 0 时 此 式 也 成 立 , 因 为 
1 1 too + 
Ep ep pl [ p(y)cos(—x)ydy= [ p(y)cosrydy. 


(2) 同样 , 令 g(xz) 二 e "(zx 之 0), 则 g(xz) 在 (0, 十 co) 上 连续 且 绝 对 可 积 , 故 按 奇 函 数 延 拓 ,有 展 式 


g(7X)= ， ply)sinrydy (zx>0), 


2 全” , 2 fr _. 2 
其 中 wo2)= 三 | eCDsimydh 一 全 | esiniyd) 一 元 让 


由 此 可 知 ,函数 YY) 一 这 于 过 0) 即 满足 


+oc 


e “一 py)sinrydy (zx>0). 
0 


x) 利用 3825 题 的 结果 . 
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[General | nfornati on] 


二 .1. 


二 


之 66 
S91 要 3245866 
DI = 


之 012. 09 


于 


